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ПЕРЕДМОВА.

В основу цього курсу покладено лекції, що їх я питав від 
1903-го року в Харківськім Університеті. Лекції кілька разів 
літографувалося, а надруковано їх 1908 року в Записках Універ­
ситету. 2-е видання випустити не вдалося, і 1919-го року курс 
перевидано літографованим з додатком змін, що повстали 
з досвіду іЗ^-тирічного викладання. Читаючи далі курс в Інсти­
туті Народньої Освіти, я, звичайно, набагато його скорочував, 
але зате протягом 1923—1926 років, я викладав, як окремий 
курс, теорію поверхонь, надолужуючи цим скорочення загаль­
ного курсу. Заходжуючись до нового видання, я дбав внести 
ті зміни н доповнення, що назбиралися в мене, одначе не ви­
ходив за межі можливого. Великою прогалиною в моєму-попе­
редньому курсі була відсутність криволінійних координат. 
Я подбав по змозі поповнити тепер цю прогалину, але зробив 
це обережно: в самий текст я завів лише лінійний елемент, 
а в додатку дав у криволінійних координатах елементарні фор­
мули, що стосуються кривини поверхонь і рівняння трьох добре 
відомих типів ліній на поверхні.

Також у окремому додатку я подаю формулу К. Ноймана 
для Ґавсової кривини та інші формули, що стосуються кри­
вини поверхні, заданої неявним рівнанням.

Не зважаючи на відносну складність, ці формули далеко 
зручніші в застосованнях до конкретних поверхонь, що задані 
такими рівняннями.

Я не зважився завести метод векторіяльного числення, як 
це робить у своєму курсі Blaschke 3 або хоч в обережнішій 
формі Ju lia2). Для елементарного курсу, яким має бути мій 
курс, я не вважаю це в даний час за потрібне. Зате я подбав 
завести чимало прикладів і подав низку кривих, що трап- *

*J Vorlosungen uber Diifeienti&lgeomeme Bd. 1 2A, 1924.
a) ЕІстаеп'? de fffomctrie ітИіп1 toe "male P. 1927.



ляються б застоеованнях (Цисоїди, Конхоїди, Циклоїди, Епіци­
клоїди, Watt'oBa крива та інші.

Із чужоземних курсів найбільший вплив на мене мав (як 
колись курс 0 е ваго)  курс V e s s i o t  Legions de geometrie- 
Superieure P. 1919, і для кривих у площині Н. H i l t o n  Plane 
algebraie curves Oxford 1920 та F o w l e r  Elementary differential 
geometry of plane curves Oambr. 1920.

Оформити український текст взяли на себе мої співробітники 
на катедрі геометрії — П. 0. Соловйов, П. М. Дармостук та 
X. С. Рябоківь. За це, а також за вказівки на деякі недоліки 
викладу я й висловлюю їм свою щиру подяку.

Д .  Оинцов.



Плоскі криві.
§ 1. Поняття кривої.

Застосований аналізи до вивчення геометричних питань, по­
чинаючись „застосованням адьґебри до геометрії", мав своїм 
продовженням „Аналітичну Геометрію", що навіть до початку 
19-го сторіччя мала першу назву. Груда питань, об’єднуваних 
під першою назвою, має ту відзнаку, що в ній не заводиться 
поняття координатної методи і трактується питання визначені, 
які не приводять до геометричних місць і, виходить, не потре­
бують заведення поняття про рівнання лінії, принаймні явним 
способом. Надалі розвиток аналітичної геометрії йде з одного 
боку в напрямі ускладнення тих альґебричиих теорій, що їх 
при цьому використовується: заводиться однорідні координати 
та теорію інваріянтів, що дає змогу вивчати аналітично вла­
стивості, які не змінюються при лінійних перетвореннях або 
геометрично — при проектуванні, — так звані проективні вла­
стивості геометричних образів.

8  другого боку різноманітність геометричних форм, що ви­
значаються рівнанням між координатами, різноманітність, яка 
зростає неймовірно швидко зі зростом степеня рівнання — спо­
нукає не йти крок за кроком у вивченні кривих ліній та по­
верхонь, а утворювати загальну теорію кривих (resp. поверхонь).

За 67 років по тому, як вийшла Декартова „Геометрія" (163 7), 
Ньютон дав у додатку до трактату з оптики своє Enumeratio 
linearam tertii ordinis, де відзначав 72 різних види цих кривих, 
до яких потім додали ще ті 24, які він пропустив. Плюкер 
у свій, детальнішій, клясифікації нараховує 216 видів. Ще 
більше різних типів кривих дають рівнання 4-го порядку, що 
мають 14 довільних коефіцієнтів, а також криві 5-го порядку, 
що мають 20 довільних коефіцієнтів і т. д. Тому треба утво-

Р о з д і л  І.
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рити загальну теорію альгебричних кривих те-го порядку ви­
значених рівнань ш-го степеня в прямокутних (або косокутних) 
координатах.

Але цим ще не вичерпується вся різноманітність кривих 
ліній, що ми їх можемо собі уявити і що трапляються при 
розв'язанні різних .питань з геометрії та механіки. Ціла низка 
таких кривих зв’язана з іменами грецьких геометрів, що при­
думали їх для розв'язання тих або інших питань. (Досить на­
гадати Архімедову спїрадю та Діностратову квадратриксу). 
Усі ці неальґебричні криві об’єднуються під назвою трансцен­
дентних.

Вже перші кроки аналізи безконечно-малих були зв’язані 
з питаннями теорії кривих, і саме, поняття похідної виникало 
в зв’язку з задачею провести дотичну. Поруч збільшення пи­
тань, що їх розв’язувалося застосуванням іметоди безконечно- 
малих, виникала потреба об’єднати їх в окрему дисципліну, 
а звідціля й пішли окремі розділи та курси з а с т о с у в а н н я  
д и ф е р е н ц і а л ь н о г о  ч и с л е н н я  до  г е о м е т р і ї .  Не можна 
сказати, щоб назва відбивала в собі суть справи, бо вона по 
казуе на підлеглість курсу тим дисциплінам, що їх вивчається 
і на роз’єднання його на частини. Тому в цей курс не заво­
диться ні геометричних питань, зв’язаних із засгосованням 
теорії визначених інтеґралів (ректифікація та квадратура кривих, 
Еомплятщія та кубатура поверхонь), і через те їх зараховують 
до цієї останньої, ні геометричних питань варіаційного числення 
(задача про геодезичні лінії) та інтеґруванвя диференціальних 
рівнань.

Також чимале обмеження змісту викликає сама метода. Щоб 
застосовувати методи аналізи безконечно-малих, треба обмежи­
тися вивченням лише тих образів, до яких ці методи можна 
прикладати. Доводиться припускати, що ті функції, які входять 
у  рівняння кривої, можна диференціювати, іншими словами, що 
крива має дотичну. Глибше вивзначення кривої стає можливе 
ляше тоді, коли завести більше обмежень: вивчаючи кривину, 
треба припускати, що існує 2-га похідна, а теорія дотику кри­
вих вимагає можливосте розгортання в Тейлорів ряд. Якщо 
перший дефект є лише результат традиції й ніщо не перешко­
джало б назвати курс ближчою до його змісту кинзою: „Ди­
ференціальна Геометрія", відповідно розмістивши й зміст, то 
останнього обмеження уникнути не моле., а. З часів Декарта,



Ньютона й Ляйбніца розвиток самого поняття кривої, став 
у  щільний зв’язок з розвитком поняття функції. Коли Декарг, 
ставлячи питання про те, які лінії можна прийняти в г е о ­
ме т р і ю,  хотів обмежитися тим, що ми тепер звемо альґебрпч- 
яими лініями, коли Ойлер ще вважав за функцію лише аналі­
тичний вираз, а довільну функцію утотожнював з графічно 
заданою кривою, то дальший розвиток поставив питання значно 
ширше. Декартове обмеження вже Ляйбніц вважав за надто 
вузьке. Щождо Ойлерового означення, то з одного боку гра­
фічно задана крива, (тому що вона не є сукупність ряду мате­
матичних точок, тобто числових значінь однієї змінної, що від­
повідають рядові значень другої, а є власне нарисованою гра­
фічно),— являє собою цілу с м у г у  (Flachenstreilen), в яку 
можна врисуватн надто різноманітні криві і, виходить можно» 
залежно від |вимог тої або іншої задачі, наперед установити 
аналітичну природу зв’язаної з кривою функції; а це ста­
новить зміст теорії інтерполювання. З другого боку поняття: 
функції не зв’язується неминуче з аналітичним її визначенням 
і з цього погляду Бчіег’ове поняття поширюється в найзагаль- 
ніше поняття функції згідно з Dirich!et: у  зветься, в певному 
обсязі значень, однозначною функцією х, коли для кожного 
значення х, що належить до даного обсягу, Іаритнетично е ві­
доме певне значіння у , Щоб підійти до звичайного для нас 
інтуїтивного розуміння кривої, не досить додати лише умову 
суцільности (безперервноети)

—  / Щ ) і < £ К О Л И  \ х і  —  щ < 5

та умову диференціювальности, тобто існування границі

Ііш — f(x) ?
Х\ -у» X х

а треба ще додати, що немає конечного інтервалу, у якому б 
функція мала безконечно-велике число тахішш п’ів або minimи т ’ів.

Тоді крива, визначенаІрівнанням у  =  f(x), буде звичайною 
кривою, до вивчення якої можна прикладати методи аналізи 
безконечно-малих.

Другий шлях, що ним можна прийти до поняття кривої, це 
шлях Jordan’iB (див. Corns d’analyseт. l ed.  З)1), який виходить 
з поняття множин і приходить до схожих результатів.

l) С. Jordan розглядає замкнені криві.



Точки визначають парою їхніх координат ж, у — чисел, в ро­
зумінні сучасного поняття про число. Плоскою кривою нази­
вають таку множину точок, яку мояша зобразити однозначно 
й однозначно зворотньо точками конечного відтинку прямої, так що

® =  <?(*). y=*/(t) ,
при цьому треба припустити, що ця множина не має подвійних 
точок, тобто, коли if обмежене інтервалом (а, б), то не може бути при

а <; ti <  Ь й а <  tz <  b
разом

гр Ob) =  ? (h), ф (ti) ~  Ф (h)-
Де обмеження конче потрібне, бо інакше крива може вкривати 
площу квадрата — приклад Пеано, Така „крива" розділяв пло­
щину на дві частини так, що перейти площиною з однієї частини 
в другу не можна, не перетинаючи кривої. Для того, щоб існу­
вала Довжина дуги, треба, щоб функції <р (if), ф (t) були функції 
о б м е ж е н о ї  в а р і я ц і ї  (fonctions a variation bornee). Але така 
крива ще може й не мати дотичної, для існування якої треба 
поставити вимогу, щоб функції диференціювалися.

§  2. Види рівиання кривої.

В якій завгодно системі координат, напр. у Декартовій (як 
найбільш вживаній) криву можна визначити, 1) рівнанням, що 
дає одну з координат (найчастіше у) в я в н і й  функції другої
що вважається за незалежну змінну

y =  f(x) або ж — <?(у) ................................(1)

або 2) рівнанням у н е я в н і й  формі

F{x, у) =  0 ............................. . . . .  (2)

або зрештою 3) обидві координати бувають визначені як функ­
ції допоміжного змінного

ж =  ?(£), у =  ф(0  ....................................(3)

В механіці, де криві розглядається, як шлях точки, тобто, 
як геометричне місце різних положень точки, що рухається, 
в різні моменти часу, за незалежну змінну вважають час. Але 
нею може бути й кут або дуга кривої s (див. далі).

з



Так само в полярних координатах
1°г =  Д0) або b =  F(r) 

або 2° Ф(г, 0) =  0 або 3 0 =  ф(г).
Так, Архімедова спіраля утворюється рухом точки по прямій 

яка тим часом [повертається навколо нерухомої точки. Коли 
виходячи з початку, точка пересувається на довжину а за оди­
ницю часу, а пряма за той саме час повертається на кут а, то

г  =  а . б — а . і

виключенням t, одержимо рівняння в 1-й формі

переходячи до прямокутних координат, вносимо до формул пере­
ходу це значення г- тоді

х — - а— В. Cos 0, у — ---- 6 . sin 0 {) а а ’

буде рівняння Архімедової спіралі в параметричній формі. 
Виключаючи 6, матимемо

У =  хЛщ  ^  у'£г +~у*у

- Отже, від одного виду рівняння кривої до другого можна 
прийти через виключення. Треба ли те  пам’ятати, що (і) і (2) 
не цілком еквівалентні; розв’язуючи (2) відносно у, матимемо не 
одне, и взагалі декілька розв’язань

y =  f t(x), y =  U(ж), =
із яких кожне визначає лише одну вітнну кривої, і щоб мати 
всю криву, визначену (2), треба взяти до уваги всі вітини. Так* 
на випадок гіперболі

0  Взагалі, коли маємо рівняння кривої в полярних координатах в явній 
формі

г - т
то разом маємо ї ї  рівняння в параметричній формі, підставивши в формули 
перетворення координат

х  ;= V сой 6, у  =  r sin 0 
замість г  за рівнанням кривої /Ні):

ж =  /\0) cos 6, у — /і(6) sin 6

9



маємор о з в ’я з у ю ч и  ВІДНОСНО X,

! /  1 +  ^ г

один знак відповідає правій вітині (верхній знак), а другий 
ЛІВІЙ вітині.

§ 3. Приклади кривих.
І. Криві, 38дані рівяааням 3-го порядку 
і) Декартів лист;

о'3 -j- //* —- З ах-у — 0 ’)
2) Розбіжні параболі (Ньютонові parabolae divorgentes) 

р . У 1~ { х  — а) [х — Ь) (ж — с)
(Дослід різних випадків, що може дати це рівнаяня див. § 15). 

V  3) Ц и с о ї д а  Д і о к л е е о в а .  Задано коло, точку А, що ле­
жить на колі і дотичну до кола в кінці В  діаметра, що прохо­
дить через А (риє. і).

Нехай АВ — 2а — діаметр кола. 
Через А проводимо січну, що зу­

стрічає коло в точці С і дотичну 
в точці D і відкладаймо AM  =  CD. 
Геометричне місце точки М  зветься 
циеоїдою (Діоклееовою). Рівпаиня її 
зручно одержати в полярних коорди­
натах. Взявши А за полюс і АВ  за 
полярну вісь, матимемо

AM'— AD — АС
але

у  .•£
A D — АС =■ 2а. еоз б.■cos б

Отже

\
Р к а  1.

2а г 2 a s u C 9-----т —1 2а cos 9 = _______cos 9 t C0S6 4

4) Помітивши, що завдяки рівности AM — CD, AD — A M  — 
— A D — CD або MD — AC, тобто на AD в напрямі точки А  від­
кладаємо від D відтинок MD, який дорівнює хорді кола АС.

>) Криву спочатку було задано лише рівнаЕигм. Але яож на дати й чисто гео­
метричні побудсзанЕЯ. Див. напр. П. 0. Соловіїов. „Про геометричні побудований 
Де вартового листа'-'. Зіпі. X. І. її. О. т. НІ, о. 102—ПО.
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Можна було б відікласти цю хорду в протилежному напрямі 
і ми мали б н а  п р о д о в ж е н н і  AD точку ікГ'.'яка при зміні 6 
опише нову криву, так звану с у п у т н и‘ц ю д и е о ї д и, що мав 
рівнання

„ 1 4- cos4 Єг =  2 а — —.., — .
СОйО

Переходячи до прямокутних координат, візьмімо А за поча­
ток* MB за віс ж-ів. Помноживши обидві частини на r2 cos б 
і замінивши

r  cos б =  х, r  sin Ь ~  у 
дістанемо для цлсоїди

(ж2 -(- у2) х — 2ау2 
і

(х'2 4- у2) X =  2 (2-х2 -|- у'-)
для її супутниці.
^ 5) С т р о ф о ї д а 1). Із точки А проводимо ряд січних, що зу­

стрічають другий бік прямого кута АОС в точці О (рис. 2). Із G, 
радіюсом СО„ проводимо коло, що зустрічав січну в точках М 
та М.  Геометричне місце М  та М'  і буде шукана крива.

Нехай
:ОА — а

Коли
Z C A X = b ,

то
а  а а с м =

Тоді

або

cos б 
- 0 0 =  —а , tg6

— 4- a tg Є 
COS 6 —  °

r cos Є 4-  а =  +  a sin 6.
Коли піднести до квадрата й помножити на г2, то матимемо 

(х -f- а) (ж2 -{- у2) —- а2 у2
віднімаючи по а2 у2 і скорочуючи на х, остаточно матимемо 

(ж3 -f- у2) . (х  -f- 2а) -j- а2 х  =  0

г) Назву дав Montucci 1843 р. Lehmus називав ї ї  Кикшпеїйо. Booth—logo- 
oidica, Kummer—harmoniselie Kmve, R eusehle— cim ilares Folium, J  de Vargas 
у Aquirre — лист Cornu (Див. G. Loria I, e,).
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а  це можна переписати
{:сЛ-2а)уг-\-х(х-{-а)'г — 0.

6) С т р о ф о ї д у к о с у  одерзкзтемо, коли в попередньому при­
кладі замість прямого кута 0 0 А візьмемо косий, кут 0 0 А. =  о> 
(рис. 2).

і‘ В трикутнику GO А
Z O C A  =  Q —  o>

і  тому
О А ___ СО _  О А
sin CO sin 6 sin (0 — to)

тобто

AM — r- СА — ОО- 

AM' -

О A sin а 
~ sin (6 — to)
■ О А  \ 0 0

Sin to +  sin 0 . 
sin (6 — to) ’’

помножаючи на

0 A sin 6
sin (0 — to)

одержимо
sin (6 — to) =  sin 0 . COS ш — cos 6 sin to, 

у  cos to — x  sin to — a sin to — a sin 0 =  0.

Підносячи до квадрата й помножаючи на г2, матимемо 
(ж2 -j- а/2) (х sin to — у  cos ш +  asin  to)2 — а1 у 1 =  0.

Це рівнання можна переписати:
(жа Z  У2) 1(х s^n <*~-У соз ш)а +  2(ж sin to — у cos w). a sin to] +  

-Ц (ж2 +  у2) а2 sin to — а2 р2 =  0 .
Останні два члени можна переписати: 

а 2(жа sin2 to — у ‘л cos2 to).

Так виявляється спільний чинник
(ж sinco — у cos to),

виділивши його, дістанемо рівнання
(ж sin ш — у  cos to ~г 2a sin to) (ж2 -Ц у2) а2 {х sin ш Ц- у  cos to) =  0 .
Цю криву можна одержати, як г е о м е т р и ч н е  м і с ц е  ф о ­

к у с і в  е л і п с ,  по я к и х  п р я м и й  к о л о в и й  к о н у с  п е р е ­
т и н а є т ь с я  п л о щ и н а м и ,  що  п р о х о д я т ь  ч е р е з  т о ч к у  
т в і р н о ї  к о н у с а  п е р п е н д и к у л я р н о  до п л о щ и н и ,  про-  
в е д  е н о ї  ч е р е з  цю т в і р н у  т а  в і с ь  к о н у с а .
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На честь відомого бельгійського математика та стати стка  
Ад. Кетле, що вивчав її властивості 1819 року, ця крива нази­
вається ; ф о к а л ь  К е т л е ,  хоча вперше її винайшов значно ра­
ніше, Roberval та Torricelli в XVIII стор.

Хай AS, A'S дві твірні конуса в площині рисунка, АВ' слід 
від площини еліпси, ВВ'  і АА' сліди від січень перпендику­
лярних до осі SD конуса (рис, 3)- 

Хай
X S = a , / В ' А А ' ^  £А В 'В = ^ і ,  

£  ASА' =  2«
a sin 2а

2 а ’ ^ - А К — -  

АА' — 2a sin а,

cos (а — t) 
АВ'  cos а
ВВ'  cos (а-М )

В В' =  2а sin a .cos(C[lT  t:) cos(a — t)
С08(а -f- t)
COs(a— t)4&'2 =  A A ' . BB' =  4a2 sin2 а Рис. 3.

Тому
c'2 — a"1 — b'2— a2 sin2 а 

і таким способом

cos2 а 
cos2 (а — t)

COS (a -j- t)
cos (a — 0

a 2 sin2 a sins t
COS2 {a — t)

, __as i nas i n£ 
cos (a — t)

а тому
f  =  a' -4- c' = a sin a cos a 

cos (a — t)
a sin a sin t 

— cos (a—7)
r cos (a — t) — a sin a cos a +  a sin a sin t. 

Рівнання кривої:
(ж2 -f- У%) (ж cos а -j- у  sin a — a sin a cos a)2 

=  a2 sin2 a . y 2.

6) О ф і ю р и д а .  Задано прямий 
кут ОВС (рио. 4). На боках цього 
кута е точки О і С. Через С прово­
димо промінь DC, що зустрічає ОВ 
в точці D. Через D проводимо DM_B.DC 
і ОМ j_ DM.  Офіюрида е геометричне 
місце точки М. Нехай ОВ — а , В С ~  с,

із



О— полюс, OX(J_OB) — полярна вісь. B D с . tg Є, OD =  а —ctge, 
ОМ =  OD . sin Є. Тому

sin2 0: a sm v — с cos б
Декартове рівнання:

х  (ж2 -)- у 2) — у(ах — су).

Цю криву можна також розглядати, як узагальнену цисоїду. 
7) К о н х о ї д а  Sluse. (Назву запропонував G. Loria 1. с. бо 

криву дав Sluse в листі до Huyghens’a 1662 року).
Задано кут ОАМ (рис. 5).
Через О проводимо сінну, що зустрічає AM  в точці М, На

січній шукаємо Р  так; щоб

О Р . Р М  =  кг.

Коли ОР =  г, перпендикуляр з О 
на AM  візьмемо за полярну вісь і

0 0  =  а, /М О 0  =  9, 
то

-X МР =  ОР — ОМ і 0 М =  

Рівнання кривої

а
cos 6

а
cos б г  — cos 6 ■ к2

або
a(r cos 6 — а) — кг cos2 6 

і в декартових координатах

(х2 -f- х 2) (х — а) =  ~  х 2.

Коли к =  а, то ця крива стає цисоїдою. 
8) Д е к а р т о в а  и а р а б о л я :

у 2 =  2 р ( х  — І- Що
Чо — У

. (а)

Можна дістати як частинний випадок задачи перетворення 
фігур.

Крива Г  переноситься так, що точка „А “ її площини опи­
сує пряму. З’єднуємо А з нерухомою точкою F. Шукане гео­
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метричне місце утвориться точками перетину AF  і Г. Коли 
візьмемо задану пряму за вісь аї-ів і точку F  на осі у-ків, то
матимемо:

Звідціль

—р-----[-— =  1 — рівнання AF.
ь ~г с У о

с ху0
Ус — У

де І — абсциса точки А з початку руху. 
Коли Г  параболи:

Уй =  2р  ('і' —J— с)
то матимемо (а).

А коли Г  буде
У - f{x 4- С)

то рівнання кривої буде
у — f  і X Н------- 2— — !

v 'Уо — :'/ 7
{І — змінний параметр).

9) II а н с т р о ф о ї д а. Задано пучок кіл, що проходять через 
дві точки В  і С, дійсні або уявні спряжені, і пучок променів,
що мають за центр точку А прямої — геометричного місця цент­
рів кіл- пучка: геометричне місце точок дотику прямих і кіл 
в панстрофоїда.

Рівняная пучка кіл:
~у у 2 —  2 я т  ~  к 2,

пучка прямих
у =  %х +  ?).

Умова дотику — умова рівности коренів рівнання: 
х~ -}- 32(л 9)' — 2ад; - - к3 =  О,

тобто

або
[q2 — IF -f- 2aq] — <х2 -j- IF.

Виключаючи (З і я з допомогою рівнання кола і прямої в’язки, 
матимемо:

llA *  —  (?) +  (ж2 +  **} (х +  ?)]г =  о,
або

Х{х* -В у4) ф- qix* — у2) +  к2(х +  д) =  0.
II. Приклади, що ми їх до цього розглядали, давали нам

криві 3-го порядку. Розгляньмо кілька прикладів кривих 
4-го порядку.



або

1) Ділу низку кривих визначає загальне рівнання 
ру‘2 =  (х — а) (ж — Ь) (х  — с) (х — (І),

у 2 =  Ах* +  В х 3 -j- Сх2 -j- Dx Е
відповідно до того, чи будуть усі корені дійсні й різні, чи два 
з них або й усі чотири уявні, чи деякі проміж себе рівні. Коли 
дві пари рівних коренів (дійсних чи уявних), або всі корені 
рівні, то крива розпадається на пару параболь.

2) Н і к о м е д о в а  к о н х о ї д а .  Із даної точки О проводимо
січні до зустрічі з даною прямою 
і від точки зустрічі, по обидва її 
боки, на січній відкладаємо сталу 
довжину „Ь“ (рис. 6). Коли віддаль 
даної точки від даної прямої™ а 
і дану точку взято за полюс, а пер­
пендикуляр із даної точки на дану 
пряму — за полярну вісь, то

r =  asec Є +  b
а звідціль

(ж2 -j- у 2) (ж — а)'2 =  Ь% X і .

Крива матиме різний вигляд за­
лежно від того, чи

Ь >  а, Ь — а чи Ь <  а.
V 3) П а с к а л І в р а в л и к .  (Конхоїда кола). Замість даної пря­

мої береться коло з радію- 
сом =  2а і точку О на колі

г — 2 а . cos Є +  Ь, 
або
(ж2 -J- у 2 —  2аж)2 =  Ь'2(хг у 2).

Крива матиме різний вигляд 
залежно від відношення а до Ь.

Типи кривих розрізняються 
при 2а <  Ь, при 2а =  Ь—крива 
зветься кардіоїдою; інший ви­
гляд мав крива, коли 2а > &,  
або коли 2& > 2а, 2а — 2Ь 
або 2а > 2й,

Рис 7.
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4) О в а л и  К а с  с і  ні  — геометричне місце точок, добуток 
віддалів яких від двох даних точок (F і F)  е величина стала 
(= 4 а2). Візьмімо FF' (рис. 8) 
за вісь ж-ів, середину FF' за >
початок координат, тоді рів- ________ _
нання кривої буде

[ ( я - с ) в +  У8]-[(® +  с)а +

+  ̂ *1=  16»4,
або

(ж2 -f - у2 -j- с2)2 — 4с2 х 2 =  1 бет*.

Можуть бути різні випадки: ґис- в-
а < с ,  а =  с (тоді крива зве’ть- __
ся л е м н і с к а т а  Бернуллі) а > с  і при цьому < е } / 2, — сі/ 2
і зрештою а >  с j /  2.

5) П р я м и й  д в о л и е н и к (G. de Longchamps). Задано пря­
мий кут YOX (рис. 9) і на 
його бокові ОХ точку X (ОЛ=а). 
Через А  проводимо січну і на 
неї спускаємо перпендикуляр 
ОМ з вершини О заданого 
прямого кута, далі проводимо 
НМ  |і ОХ до зустрічі з OY в 
точці Н  і HP  J_ ОМ до зу­
стрічі з ОМ. Крива буде гео­
метричне місце точки Р. Й 
рівняння 8

або

бо

r ~  a cos 6 . sin3 6 

(ж2 -{- у 2)2 — ассу2 =  0

г =  OP =  ОН sin Є - О М . sin2 Є =  О А . cos 6 . sin2 6.

6) П р я м и й  т р и л и с н и к  (G. de Longchamps). Спускаємо 
з одного кінця О відтинка OG' перпендикуляр на пряму, про­
ведену через другий кінець цього відтинка О (рис. 10). Хай М  
буде основою перпендикуляра і М' дзеркальний образ її від­
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носно 00'. PM'  x  ОМ і P  e точка перетину ОМ з РМ'. Крива 
?. геометричне місце топки Р. Нехай 0(7 =  а,

ОМ — a. Cos 0,
M N  — a Cos 8 Siп 8, 

М М ' =  2. 1 /Х =  a Sin 2Q 
P M  — aSin 29 . SinQ,

OP= г =  ОМ— PM  =  a Cos 6 

(.! — 2 Sin28) — a Cos 6 Cos 26. 
Декартове рівняння її буде 

{хг -pipy — ах (х2 — у"1).

7) Р а в л и к о в а  л і н і я  А. Дюрера. Відтинок Р М  має по­
стійну довжину Ь і рухається так, що один його кінець М опи­
сує один бік прямого кута, а другий бік зустрічає в такій 
точці N, що ON дорівнює AM — віддалі AM  від постійної точки 
А  того ж першого боку (рис. ї ї) . Коли ОМ — і, ОА =  а, то 
O N=.a  — ї . Рівнання прямої NM  е

РМг^={х — i y + i f - ^ b 2 

виключаючи і матимемо

У
\  і

{х-Ру — а){у2— Ь‘г)~Р і \

-Р{ху-{-Ь- — у 2у.  (рис. 11). ; " \ к<

При чому MN  постійно доти- 0 і \  ц
кається параболі ;

{х-\-у  — а)2 — 4ах ~  0. ;

III. Подамо ще кілька при- ' \ ^ ,
кладів кривих із рівнанням 
ще вищого степеня: с’

1) А с т р о ї д  а. Візьмімо коло з радіюсом а і сполучімо 
точку його М  з центром. Спроектуємо (ортогонально) точку М  на 
ОХ  в точку N, точку N  на ОМ в точку Р  і точку Р  знову на 
ОХ  в точку Q (рис. 12).



Те саме проробимо з віссю У-ків, Проектуємо М  наДвісь 
У-ків у точку N', тоді Лт' на ОМ в точку Р 'д  Р  наУОУ в ?  (У. 
Шукана крива буде геометричне міеце’[точки Т  — пересічім PQ 
з P Q , коли М  описує коло.

х ■=• OQ =  OP. Cos t =  ON. Cos 
=  ОМ. Cosst =  a. Cos31 

у  =  o q  =OP.  S in t = O N \ S i n 4 ^  
=  OM. Sin8 t — a. Sin31. 

Рівнання кривої матиме вигляд
а з з

х~  у* — у~ .
Це рівнання можна привести до 
раціонального виду, підносячи 
до куба:

у
І

-14  1 з
х 2 Д- Зжт  у т (х~ +  У7) +  Vі ' яа 
або

_2 £ %
Xі _j_ уі  __ д2 = ---Зй 3

тобто підносячи ще раз до куба, матимемо

(ж2 -J- і/2 — а 2)3 +  27 а2х 2у2 =  0.
2) Ч о т и р и п е л ю с т к о в и й  в і н ч и к .  Пряма сталої дов­

жини =  2а рухається, спираючись своїми кінцями на дві вза­
ємно перпендикулярні прямі, із точки перееічі яких спускаємо

на неї перпендикуляр. Шукана крива 
є геометричне міспе основ цього пер­
пендикуляра (рис. 13)

АВ — 2а, О А  =  2а Sin 6,

ОМ — r — 2а Cos 6 Sin 6 
або

г3 =  2а. r  Cos Є. r Sin б.

■х Тому Декартове рівнання кривої є 

(ж3 -J- у-)3 — 4 а2х 2у 2.

Ця крива є частковий випадок іншої кривої, яку звуть
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3) S c a r a b  ea  (жук, скарабей). Побудова, така сама, лише 
перпендикуляр спускаємо не з точки О, а, з заданої точки 
бісектора координатного кута. Хай дана точка є А г[), рівнання 
АВ  хай

рівнання CM:

— +  — — 1,
Р !І

у — и) х —
Р  Q

коли покладемо
О А — р, OB — q,

тоді
_1_  х —-Е
q ~  x\sc — s) А-У (у— -п)

А. = _____У — 'П

і тому, що

матимемо

[■х(х

або

р 2 4- ql — 4аа

;) 4- ї/0/ -  д)]2. [ т ^ - я г - і[(& — £)* Ч р  — A2 j
— 4a2,

[{X —  £)a +  ІУ — ^ )г][ж( Ж —  4) +  —  Г|)]а =  У*ІХ — if{y —  ф)г.

При 4 =  тг] =='о рівнання перетворюється в те, що його знайшли 
ми вище.

Але взагалі для і — р ф  0 можна координатним перетворенням

Жі — УІ
\ /2

У — і — Х\ 4~ у і
~ ~ у Т ~

звести попереднє рівнання до виду

О і 2 +  у Ф ^ І Х і 2 +  у  і2 4 -  і х ,  V  2 )2 =  о 2(ж)2 —  у  і2)2.

4) О в а л и  М її n g е г ’ а. Через нерухому точку О проводимо 
січну, що зустрічає задане коло, зцентром в О, в точках Р  і Р'. 
З Р  і Р  спускаємо перпендикуляри на ОС в точках Q і Q' і ці 
точки знову проектуємо ортогонально на РР'  в точках Р 4 і Р\ .

20



Крива буде геометричне 
Нехай

O C = d  і

місце ТОЧОК Р і

АС — СВ — а.

Р\ (Рис. 14).

Взявши О за полюс і ОС за полярну вісь, матимемо:

г? — 2dp cos 0 4 - d2 — а2 =  о, але r=p cos* 6 

звідсіль маємо
— 2dr Coss 6 -f- (d2 — a2) Cos* 6 =  0 

В прямокутнії координатах де буде 
(ж2 -f- у 2)3 — 2йхй{%2 -j- у2) +

+  (сР — а*)х*~0.
Крива матиме різний вид залежно від 
величини d.

Окремі випадки

с
/ ,■

/' *

Рис. 14.

d =  0, d<^a, d  — a, d^>a.

5) Побудову, що призводить до Д і о к л е е о в о ї  ц и с о ї д и  
можна узагальнити, замінивши коло та його дотичну будь-якими
двома кривими Г  і I у і проводячи 
січні ОММ'  (рис. 15)

Рис. 15.

ДО НИХ з постійної точки О

Хай М  — точка зустрічі 
січної з кривою Г, М ' — з 
кривою І".  Відкладемо на 
ній ОР =  МИ' =ОМ'— ОМ; 
як геометричне місце точ­
ки Р, матимемо криву, що 
також зветься цисоїдою (по­
рівняй W ieleitner *).

Коли в полярних коор­
динатах з полюсом в О і по­
лярною віссю ОХ рівнання 
кривої Г  є rs=tp(6), а кри­
вої Р 'в  г= ф (6), то цисоїда, 
що ми її одержали, мав

рівнання
г =  ф(6) — ір(6).

l) Spezielle ebene Kurren.
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Коли за Г  взяти параболю у'г =  2рх,
за Г'  — коло {х — p f  ~j- у 2 =■ р 3

;=коло кривини у вершині), а за О візьмемо 
болі, то

2р  cos б

себто
sill3 6

2р . cos3 бТ ггг ——------------sin3 б

2р COS 6,

або в прямокутних координатах

вершину пара-

{хг у г) у'2 — 2pxs =  0.
(Цисоїда параболі).

6) W a t t ’oBa к р и в а .  Уявімо собі стрижневий чотирикутник, 
дві вершини якого А  і В  нерухомі, але стрижні АВ  і CD можуть 
обертатися навколо них на шарнірах, також і навколо точок 
В  і С. Криву опису в точка М стрижня ВС  (рис. 16).

Ми розглянемо той частковий випадок, коли

A B ^ C D ^ b
і М  лежить по середині ВС.

Хай AD =  2a.
Б С =  2с, / Б Х О  =  а, /О Б Х = р .  

Z  {СВ, ОХ) =  т-
Взявши за початок координат се­
редину AD, матимемо координати 
точки Б:

х — — а -)- b cos а, у-=-Ь sin а, 
координати точки С\

х  =  a -\-b cos р, у ~ b  sin 8, 
тому координати точки М:

х Ь (cos р cos а), ^
; І

у  =  - - -  Ь (sin a  -f- sin Р).
At

Але кути а, р не е незалежні. Проекції ABCD  на ОХ та 
OY дають:

2а =  b cos a -j- 2с cos — b cos р; 0 =  6 sin а. -}- 2с sin у — * sin р.



Звідсіль
с . cos 7 ■-= а +  -у  Ь (соз р — cos я).

с . sin т =  ~  Ь (sin  ̂— sin а).

Підносячи до квадрата й додаючи, знайдемо

4с2 — Ь [(cos р — cos я )+  2a] 2 -j- й2 [sin 3 — Sin я]2. (0)

За допомогою (а) маємо:

Ь cos3 — 2:г — b cos я. j
Ь sill р ■= 2у — b sin а. І  ̂ ]

Звідсіль
й2 — 4 (Xі у'2) 4  Ь2 — 46 (х cos я 4~ у  sin я)

або
*2 +  У3 =  6 (зіcos я 4-і/ sin я). (е)

(с) sa підстановою з (сї) дає
е2 =  [х -}- а — b cos я)2 -\-{у — Ь sin я)2, 

або
52 4 ~ Ф 4 " іх  +  &)! — с2 — 2 о [(,т +  a) cos я -f- у sin я],

Отже щоб виключити матимемо:
2 a b y . cos я =  — у [х- 4 - у- — 2 ах — аг — Ь‘г -f- с8].

2 айу. sin а - -  — х  [я2 -|~ у ‘1 — 2ах — а1 — Л8 +  с2] -j- 2а (ж2 +  у2). 
Звідсіль остаточно
(хг +  У54 -е8 — а2 — б2)8(ж24 - 4 ) +  4rt8у2 (as2 +  — 6а) =  0.

Коди А В ф О О  Ї В М ф М С ,  тоді рівнання (а) заміняться 
на такі

ICD= І А МС — ск, M D ^ c . V ,  А 4 - ^ =  2).
2а? =  (- - ис- —j— 6 . соз я ) — е — (а +  6 'eos 3) А,

у — li’b sill я 4 - к ’с/ sin р.
Крім того

2а =  b cos я J -  2о . cos у — У cos р, 
о =  b sin я 4 “ 2 с . sin -і — b' sin р.

Виключення а, р, д тут с з ладніш, але приводить також до 
рівнання 6-го степеня.

Із інших кривих, що застосовуються в кінематиці механіз­
мів, можна нагадати про криву руху гонка (Koppelkurve).
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Згадані криві визначаються рівнянням 3-го 4-го і т. д. степеня; 
вони звуться кривими 3-го, відповідно 4-го і т. д. п о р я д к у .  
В з а г а л і  п о р я д к о м  к р и в о ї  з в е т ь с я  ч и с л о  т о ч о к  з у ­
с т р і ч і  ї ї  з п р я м о ю .

Коли криву задано рівнянням у декартових координатах

то для визначення її порядку треба знайти число розв’язок 
{ж, у) спільних для її рівняння та рівняння прямої

Число розв’язок (ж, у) дорівнює степеню рівняння, тому к р и в  а, 
що в и з н а ч а є т ь с я  р і в н я н н я м  т -г о  с т е п е н я  в д е к а р ­
т о в и х  к о о р д и н а т а х ,  б у д е  й к р и в о ю  т -г о  п о р я д к у .  

Криві, визначені рівнянням

альґебричним, звуться а л ь ґ е б р и ч н и м и  кривими.
IV. Криві, що їх рівняння не можна звести до виду

де f { x , y )  цілий многочлен, звуться т р а н с ц е н д е н т н и м и .
Такою буде крива у — хп, коли п  буде іраціональне. По­

кажемо кілька прикладів трансцендентних кривих:
1) Ц и к л о ї д а  — геометричне місце точки обводу кола, що 

котиться по прямій лінії без сковзання. Віаьмемо цю пряму за 
вісь Х-ів, а перпендикуляр у точці цієї осі, де точка М, що 
описує криву, міститься на початку руху — за вісь Y-ків (рис. 17).

f  (ж. У) =  о

Л.х —|— р у  —|— С — 0.

f(x ,  у ) = 0

f{x, у) =  О,

Хай коло прокотилося в додат- 
вьому напрямі ОХ на віддаль ON, 
коли кут MCN =  u  і  радіюс 
кола — а, то

X

ON — а . и  і C N — MC — а, х
х  — OP =  ON— PN, 

у  =  МР  =  GN— MG.  Cosи
Рис, 17.

але
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Виходить, що
х = . аи — a sin и = . а ( и  — sin и). 
у ~ а  — a cos и  ~  а (1 — cos и).

Звідсіль

C O S K  =
а ~ у

а

і виходить, що

х  =  а .  arc cos / 2  ay — у9.

la j Коли припустити, що точка М, яка описує криву, не 
лежить на обводі того кола, що котиться, а на віддалі d  від 
центру кола, то рівнаяня одержимо — маючи ті самі початкові 
припущення:

MC=.d,  P N —d. sinM, MP — C N — MCcosu  — a — d \co s« . 
Звідсіль

Коли d<^a,  то крива зветься ц и к л о ї д о ю  в к о р о ч е н о ю  
при й > «  з д о в ж е н о ю  ц и к л о ї д о ю  або т р о х о ї д о ю .

2) Е п і ц и к л о ї д а  (та г і п о ц и к л о ї д а ) :  її описує точка 
кола, що котиться без сковзання по другому колі (рис. 18). 
Координати центра рухомого кола 
(радіюса а) будуть і _

$ =  (В+ a) cos t, tj—

x — au  — <£.sinw, i/ =  a — tJ.cosw.

При такому положені кіл, коли 
лінія центрів творить кут t з 
віссю X

х — cos а N.

у  =  д— а sin а
де Рнс, 18.

/ ( 7 М Р  =  ^  
2

іс~  {U-\- t).

Отож:
х = 5  — a .c o s (« -j~ 0  

у ~ у \  — а . sin («-М ).
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За відеутности сковзання маємо:
В . t =  a . u

або докладаючи
R — па 
и  =  nt

остаточно маємо
1) a cos t — a cos (п -f- 1) і 

у  =  (п +  1) a sin t — a sin {п + 1) і.
Гіпоциклоїду матимемо, коли котінвя відбувається з внутріш­
ньої сторони кола (рис. 19). Тоді

x — (R — a) cos t  -ha  sin о. 
y =  ( B — a) sinz?— a cos а

a =  / МС'Р— я—и — -  t j  =

і тому
ж =  (В — а) cos t- \-a  cos (и  — t)
у — {В — a) sin t — sin (u — t).

3a відеутности сковзання 
маємо

Bt — au, або докладаючи 
! =  l i t

матимемо
х  =  (п — 1) a eos t -j- cos (n  — 1) t 
у  =  (» — 1) a sin t — a sin (n  — 1) t.

Коли n  раціональний дріб, то після конечного числа обертань 
точка повертається до свого початкового положення і на кожній 
прямій буде тільки конечне число точок, тому крива буде 
альґебрична.

Так, при п — і рівняння епіциклоїди буде 
х  =  2а cos t — a cos 21 
у — 2а sin t — a sin 21, 

переписавши його у  форми
х  — а — 2а cos t{  1 — cos t) 

y =  2a sin t ( \  — cos t)

Y

26



і поклавши
х ~  а — г. созб,  y =  r s in 0,

матимемо
6 =  і і г — 2а — 2а cos 6.

Тобто одержуємо кардіоїду.
При п ~  2 рівнання гіпоциклоїди дає 

х — 2a cos t, у  — О,
тобто діяметр нерухомого кола.
При п  =  4 воно дає

х =■ 4а cos31, tj =  ia  sin31 
тобто маємо астроїду.

Цікавий ще випадок коли п =  3, коли на обводі нерухомого 
кола маємо три точки кривої, що лежить цілком всередині 
його, т. вв. Іїїтаішерова гіпоциклоїда г

х  =  a (2cos t — cos 21),

у — а (28ІП t — sin 21).

Коли n  іраціональне, то після 
досить великого числа обертань, 
ми одержимо безконечне число 
закрутин між двома колами ра- 
діюсів В  і В - \ - 2а.
Наведемо ще декілька рівнань 
знакомитіших кривих.

Синусоїда

«/ =  asm  — , або у — виїж.
Танґентоїда

тХХ:! =  а ш щ  а .
Логаритміка

X

у ~ Ь е а
Ті симетрична

X

у — be а (відносно вісі у - ів).
Лінія склепіння — середня з двох симетричних логаритмік

У - - ^ Ь { е«Л-е  я ) =  b . cos bvp. ( — \ .z ч ‘ > - ґ \  а !

Ряс. 20,

27



Лінія ланцюгова а бо дровдсна— частковий випадок лінії скле­
пів при h =  a

— а.  cos hyp.

Квадратико Диноетратсва

y  =  x tg те
2

37

В полярних координатах особливо прості різнання с п і р а л і в .  
Ми вже бачили, що р =  т 6 дає Архімедову спіралю
2) ра =  a* s — параболічна сйіраля
3) рб =  а  — гіперболічна спіраля
4) р =  ае?яв— логаритмічна спіраля 
б) Lituus Cotes'a r*‘ 0 — а*

0) Кохлеоїда г =  а  ^5-^О

§ 4. Дотична та нормаля.

Дотичною в точці кривої звемо те граничне положення, (якщо 
воно в), до якого наближається січна, що сполучав дві точки кривої, 
коли ці дві точки наближаються злитися (рис. 21). Хай М  і М'  
дві точки кривої y — f  (ж), що мають координати відповідно

(ж, у) і (ясі, у t). Тоді називаючи X , F  
поточні координати січної М М \  
напишемо її рівнання

Y — У У і — V (X —ж).

х

то її кутовий коефіцієнт 

У і — У

(£{ — Х'
Коли АГ наближається злитися 

з М, то пряма рухається, обертаю­
чись навколо точки М.

Якщо ця [Пряма наближається 
до певного граничного положення,

має за границю похідну

Х\  —  X

d f(x ) ,

f ( X j )  —  f { x )  

Х \  —  X

d x
(коли, як ми припустили, похідна
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існує) і в такий спосіб різнаннл дотичної М Т  (в яку повер­
нулася січна) набував виду:

Y - r а у
dx ( Х — х) (4)

Точка М  зветься т о ч к о ю  д о т н к у .
Візьмімо тепер криву задану рівн&нням у н е я в н і й  ф о р м і

F { x , y )  —  0 ...................................... - - - - - -  (2)

Хай поблизу точки {х , у) F'x, F’y безперервні і не дорівнюють 
разом нулеві (таку точку звуть з т и д а й н о ю  точкою кривої).

Коли F’y ф  о поблизу точки, то рівнання (2) визначав у  як 
неявну функцію від х. За певним правилом

dy
dx F \

(&:

і (4) зводиться до виду

F x { X ~ x ) - \ - F tf( Y - y ) ~  0 .
коли помножити на F'y і перенести члени.

Якщо, зрештою, рівнанпя кривої задано в параметричній 
формі (3) § 2, тобто X — т/ =  Ф (0 > 
то

d y  - . І ? .
dx~

якщо для скорочення покласти
х

dy
at У:

dx
dt

Тоді рівнання (4) набуде виду

або поділивши на у'
.у =  У - { Х - х )

X  — х Y— у
х

(6)

Перпендикуляр до дотичної в точці М  зветься н о р м а  лею 
кривої в точці М, Рівнання її пишеться так:

Y - r - dy
dx

{X — х), або X — х ( Г - 1 / )  =  0, . . ( 7 )



коли криву задано рівнанням, розв язаним відноснії у - 
(1) § 2. Або

х — я ... Y — V
VV y v  > * • ' .................................\ ' >х Л у

коли криву задано рівнанням (2) § 2. Або зрештою

жДХ — а)-\-у '  (Г —-- у) =  6, . . . . , . . . .(7")

коли криву задано рівнанням у параметричній формі (3) § 2. 
Дотична й нормаль визначають з осями координат відтинки

МТ, MN, NP, РТ,

які мають відповідні назви: д о в ж и н а  д о т и ч н о ї  або д о ­
т и ч н а ,  д о в ж и н а  н о р м а л і  або  н о р м а л я ,  п і д п о р  м а л я  
і п і д д о т и ч н а .

Нормаля має два напрями M N  і MN'. Останній спрямований 
у  той бік дотичної, по який лежать точки кривої, безконечно

близькі до точки 
дотику. Цей напрям 
ми назвемо в н у т ­
р і ш н і м  (або внут­
рішньою нормалею), 
прот илежний  на­
прям з о в н і шн ь о ю 
н о р м а л е ю .  Коли 
додатний напрям по 
дотичній зливається 
з напрямом руху 
кривої, тобто з напря­
мом зростання дуг 
(на рисунку позна­
чено стрілкою) то 

МТ,  як спрямована в протилежний бік, мусить бути від’ємною:

У m ; ТГлт уМ Т  =  — ■ sm а =  Т, Також і M N  - cos а N

{у бік зовнішньої нормалі) і
P N  =  ■)! tga==>Sa

Для визначення всіх дах відтинків треиа знати розміщення 
точок N  і Т  відносно Р. Згідно з загальним принципом, вважаємо

зо



P N  (відпов. PT) за додатні, коли вони зливаються г додатнім 
напрямом осі Х-ів (як на рисунку) і за від’ємні в протилежному 
випадку. Тому можна одержати 8t із (4) поклавши Г = 0 :

Отож із (7)
P T  ~ Х  — х  = — у dy

P N ~ X — x — у %

Ці значення тотожні з попередніми, бо

dy ,
E  =  tMl * “

За допомогою виразів для P N  і Р Т  знаходимо MN І М Т

й л ч  -  =  -  у / і Т ?  =  а7

М'т=  +  V&t  +  Vі =  -  XT V i  +  ІҐ  =  Ти

V rn ~ y l f  S in a ^  7 t T F :1)'
бо

b o s  я •

Можна ще вирахувати відтинки ОТ  і ОД7, які дотична і нор- 
маля утворюють на осі Х-ів, а також і відтинки OL  і OQ на 
осі Г-ків,

у ж /—  у
j  _ ------ ^  о я  ̂  Хх =  X 4- уу1О Т = Х т==х-
У У

O L ^ Y ^ y - x t f ,  O Q = Y Q^ y  +  - ^ + - X± j ^

I зрештою перпендикуляр на дотичну з початку координат

__ _ -<:>/ — У ___, xdy — у йх
] / ї — ~  у  ,}О -\ d f

‘) Отожіберо знаки відтинків.
Dematres, Gours de geom strie infinitesim ale Paris 1913.
Навпаки, Чезаро - Поссе я. І? та de la Yallec - Poussin вважають за N  і 2 

абсолютні довжини відповідних відтінків. Тоді

Sa =  уу' St =  , N — у У  T + j T :“ ’ , Т =  У- і' 1 { и ~у' у'



Перпендикуляр із початку на кормалю
; %-т-УУ! __ , xdx +  ydij 

“ -г- ]/ і +  у'~ — у' dx2 -f- а'•/'

§ 5. Приклади.

Застосуймо виведені формули до декількох частинних 
випадків.

і .  Параболи: у -— 2 рх. Звідсіль диференціюванням знаходимо 
2 У1/  — 2Р , або у у ' ~ р :

в п а р а б о л і  в і д н е с е н і й  до о с і  й д о т и ч н о ї  у в е р ш и ­
ні,  и і д н о р м а л я  8 с т а л а ,  Навпаки, можна показати, що ця 
властивість характеристична для дараболь. Справді, з того, що

Sn=  yy, = C o n s t=  р
виходить

d (уа) =  2pdx  . •. і/2-т-2рж =  Const.
— параболі, що мають вісь Х-ів за вісь симетрії.

2) Конічне січення, віднесене до осі симетрії і дотичної 
у вершині, можна визначити рівнанням у 2 — 2 р х  + д ж г, де q <  О 
для еліпси, д > 0  для гіперболій у =  0 для параболі. Звідсіль

УУ, =  Р +  2Х-
От же ,  в к о н і ч н о м у  с і ч е н н і ,  що в і д н е с е н о  до о с і  

с и м е т р і ї  і д о т и ч н о ї  у в е р ш и н і ,  п і д н о р м а л я  е л і ­
н і й н а  ф у н к ц і я  а б с ц и с и .  Навпаки, конічні січення е єди­
ні криві, що мають цю властивість

3 ) Еліпса
х — a Cos t , y  =  b sin t,

Лт=  —■ У a2 Sin- J 4 - 62 Cos8# , Р — а* г 1
ab

У a2 Sin2 1 -ф b2 Cos2 1
Звідсіль

4) Логаритміка:
X

у  =  bea .

P N = b s

Тут у' =  —  б® = —  а а а

S t ~ ^ r  =  a '

в л о г а р п т м і ц і  п і д д о т и ч н а  п о с т і й н а .  
Навпаки, логаритміка — єдина крива, для якої St

i f  1
; CoilSt

бо виходить: log у ==—  -j- Const



показати, що коло з центром на осі Х-ів мав нормалю постійну. 
Це очевидно, бо в колі нормаля є радіюс, проведений в точку 
дотику. За допомогою підрахунку до цього можна прийти так: 
Із рівняння кола

(ж —  с)‘- +  У2 —  й2 =  о,
виходить

Х — С +  у у '  =  0,
ЗВІДСІЛЬ

уі _j_ у'іуг г (ж _ еу  _
добто

N — Cons t.
6} Для кола з центром у початку координат е стала й довжина 

иерпендикуляра з початку на дотичну (найпростіший випадок 
задачі про п о д е р я — див. далі).

7) Л а н ц ю г о в а  л і н і я

П р о е к ц і я  о р д и н а т  на  н о р м а л ю  є в е л и ч и н а  с т а л а  
І д о р і в н ю є  н а й м е н ш і й  о р д и н а т і  а.

8) Крива, для якої дотична Т е стала і яка, таким способом, 
задовольняє умові

€ т р а к т р и с а. Її рівняння в декартовях координатах

9) Крива, для якої перпендикуляр з початку координат на 
дотичну s сталий, задовольняє умові

2

{ж(С/ — 
dx2 +  dy2

Перетворимо до полярних координат; тоді

або

Отже маємо
dx2 -j- £?у * =  dr2 -j- r2db2. 

r*dxfi2 =  a2(dr2 +  r2dQ2) 

r2Kr2 —  C2)dh2 =  a2dr2.
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або

±j,e рівнання задовольняється, поперше, коли

— я 3 =  0, d r ~  0

d6 =  +  —r=
adr аг-oTr

r V r- — а*  ̂/ "  j ___ ^_£1уг
W

6 .-j- С =  +  arcsin о

тобто
— =  -j- Sin (б -f- С)

або б Декартовій системі

х Cos С +  у Sin О — а

ц е  g  дотична зазначеного кола.
10) Ц и к л о ї д а .  Побудова її дотичної й нормалі. 
ІЗ рівнання циклоїди

маємо
х  — а(и — Sin и), у  =  а(1 — Cos и )

ay Sin и , и~  = -------~----- _  Cots —dx 1 — Cos и & 2
отож

а и
~2 '

Звідсіль маємо таку побудову дотичної до циклоїди:
Хай точка М  циклоїди (рис. ї ї )  D і N — кінці діяметра 

кола, що котиться; з’єднуючи Р  з М  і N, маємо

/  MDN  =  4 - Z  MCN =  —

Звідсіль
/ P 7W =  - | — =

Отож Р М  є дотична, MX — нормаля. Довжина нормалі:

1 — Cos и 

Sin ~
— 2а Sill и

~2
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11) Астроїда мав ту властивість, що для неї є стала дов­
жина дотичної, яка лежить між осями координат. Зручно взяти 
її рівнання в параметричній формі

х  =  й Cos8І, у — a Sin3 1

і вирахувати вирас

Т І У ^  О Р  4 - бі> = іху ' - -  у)'Ні -|- ?/'г)
Г

TL ■
Маємо ще у астроїди

(xdy — ydx)y dx‘l -4- dtj'1 
dxdy

TL =  3a, —
довжина перпендикуляра з початку на дотичну є

a Cos t Sin t — У axy
12) Для ланцюгової лінії можна показати, що рівнання нор­

малі можна написати так:|
Y Sin р — X  Cos р =  a Cos 2р

де р— кут нормалі з віссю X  — ів.
13) Криві Lame

у  точці (а, Ь) мають спільну дотичну, для будь-якого т.
Як що т в число ціле, криві дотикаються в усіх чотирьох 

точках (+ а ,  +Ь).
14) Треба знайти точки кривих

у — 1 )(ж — 2) =  X — З,

для яких дотична в паралельна з віссю X — ів.
15) Найбільший кут дотичних еліпси

та кола

і = 0

х- 4- у2 — ч - — о

в точках з спільною абсцисою є

arc а — Ь 
2 і/аЬ



З а г а л ь н а  з а д а ч а  п р о  п о д е р и .

П о д е р о ю (podaire, Fusspunktkurve, pedal curve) даної кри­
вої зветься геометричне місце основ перпендикулярів, спуще­
них з певної точки на дотичну до даної кривої.

Перпендикуляр з даної точки (а, Ь) на дотичну

Y — y =  y'(X — x)
має рівнання

Із двох рівнянь треба виключити з допомогою рівнання кри­
вої координати точки дотику.

Часткові випадки:
16) Подера кола відносно його центра в теж коло
17) Подера кола взагалі є Паекалів равлик.
18) Подера параболі відносно її вершини є Діоклесова ци- 

соїда.
19) Подера параболі у 2 =  2рх  відносно точки (0, Ь), що ле­

жить на дотичній у вершині, є офіюрида

х(х 2 +  у 2) =  у{Ьх — ру),
20) Подера парабол^ відносно точки х =  х 0 її осі відмінної 

від вершини, від підошви директриси й від фокуса, в кон­
хоїда Sluse

2х(х — х0)2 +  2(х — Zv)y'2 - f  2р у г =  0.
21) Подера астроїди

2 _2_ 2 
-у т =

відносно початку є чотирипелюстковий вінчик [=  геометричне 
місце основ перпендикулярів, спущених з початку на пряму 
постійної довжини, що спирається на дві взаємно перпенди­
кулярні прямі].

22) Подера кривих Lame відносно початку є крива
т  т  т

(х* +  у *)я - 1 =  (ах)т~ 1 +  {Ьу)т~і -

Зокрема можна вважати, що подера гіперболі є лемніската 
Бернуллі, подера еліпсу — крива

(х2 +  у 2)2 — агх 2 тЬ Ь'2у2.
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§. 6. Дотична і нормаля в полярних координатах.

Дотична визначається в полярних координатах, коли відомо 
кут, що його ця дотична утворює з радіюсом Еектором точки 
дотику. Щоб добути вираз цього кута, розглянемо січну, що 
проходить через точку

М =  {г,Ь) і УГ =  (г-і-Ду,6 +  ДЄ)
Спускаючи з М  на ОМ' перпендику­
ляр MN, із прямокутного трикутника 
MNM'  маємо

tg NM'M M;N
але Рис. 23.

MN - r. Sin 46 і M'N^=.r-\-dr— r Cos Де =  40 -f- r(l — Cos 40). 
Отже

tg т гм =- r Sin 40
Ar-\-r{\ — Cos 4 &)

Щоб перейти до границі 4 0 —> 0  розділимо чисельника й зна- 
меника на ДО. Тоді, зазначаючи границю

/  т гм - і
і помічаючи, що

границя

є

і

И т Sin ДО -1,

И т 1—Cos ДО 
46

Де ->  о Де
Аг
де
dr
Ш

„о- 9 Де де2Sm 2—  Sin -—.. 2 .. 2 0 . ДЄ
d l m _ і Г -  =  1 1 т - л І Г - 8 т ‘2 :

матимемо

і і т  ДО
м ^ о 8 ш Т  =  0'

tg+i dr
db

або ■ rdb
dr

Відтинки, аналогічні тим, що ми вище одержали, в цій си­
стемі координат можна дістати так:5 через полюс О проводимо
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пряму, перпендикулярну до полярного радіюса-вектора ОМ. 
Нехай вона перетне відповідну дотичну в точці Т, а нормалю 
в точці JV. Тоді відтинки М І  — я о л я р н а д о т и ч н а ,  MN — по­
лярна нормадя, їх проекції ОТ — п о л я р н а  п і д  д о т и ч н а  
NO — п о л я р н а  п і д н о р к а л я .

Помітивши, ідо /  ОМ Т= '<f=  /  ONM (рис. 24) мнемо із ДСШТ:

M N V ОХ-'--= -і- !" '" )
' \ I/O 1V J

Визначимо ще довжину ОР — перпендикуляра, 
з полюса на дотичну Д:

OP =  Р — г Sin <]і =

і
т

/гіг у
W

спущеного

Приклади.

1) Архімедова спіраля: г =  аО має полярну піднормаль сталу 
і е єдиною кривою, що має цю властивість.

2) Гіперболічна спіраля: гЬ — а дає сталу піддотичиу.
3) Сталу полярну нормалю матиме коло, що проходить че­

рез полюс і дотикається до полярної осі.

38



traetrix complicata і яку можна визначити рівианніш

б = і а'і — г'1 =  arc Sin Л '\
а )

кола стале значіння Т  зазначимо через а.
В полярних координатах зручно визначити п о д е р у  в і д ­

н о с н о  полюса. Справді, полярні координати точки Р  подери
будуть

— б і =  ф —j— б - і р =  р=

Так ми знайдемо:
5) Дисоїда в подера параболі відносно вершини,
6) Гіперболічна спіраля має за подеру відносно полюса 

tractrix  complicata (власне, симетричну до вище наведеної).
7) Логаритмічна спіраля мав за свою подеру таку саму спі- 

ралю, тільки повернуту на деякий кут. Справді
. drcotg =  m =  const і =  «г.г,

a m'l m(6 -  -- І0Є V і + m5)
—-------  в — ae іч
У i • 111

§ 7. Дослід ходу кривої поблизу тонни дотику. Опуклість і угнутість.

Задано криву y =  f(x) в прямокутних (або косокутних) коор­
динатах, і М  хай її звичайна точка {х, у ), в якій дотична не пара"

, «улельна з віссю у-кір, (тоото ^

точки М (рис. 25) всі точки 
кривої, взагалі кажучи, ле­
жать по один бік дотичної.
Коліт вони лежать (як на ри­
сунку з правого боку) по той 
бік дотичної, куди спрямовано 
від'ємний напрям осі у-ків, то 
кажуть, що крива поблизу цієї 
точки спрямована до цього на­
пряму у  г н у т і е т ю, а до до 
датяього — о п у  к л і с т ю. Навпаки.

конечне й визначене). Поблизу 

У

коли точки кривої лежать
ЗР



то кажуть, що до додатнього напряму осі у-ків зона спрямо­
вана угнутістю (рис. 24 зліва), а до від’ємного опуклістю. Ана­
літична ознака:

Крива спрямована до додатнього напряму осі у-ків опуклістю 
або угнутістю дивлючись по тому, чи буде у" <; о чи > 0 ,

Справді, в першому випадку ординати кривої поблизу тонке ЗІ 
мусять бути менші, а в другому більші за відповідні ординати 
дотичної, тобто

у-\ -Ауф^у +  у'А%, або Ау — у ’Аух^-О.

Але за Тайлоровою формулою

Ьу =  /’(»■+ Дж) — Кх) — tfbz  +  у" +  ...

Отже опуклість або вгнутість залежить від знаку

А У — У'Ах =  4  У " ^  +  4 " V'"AxS +  • - ■ >

тобто 'при досить малому Ах, від знаку 1-го члена ~ у " Джг, 
коли він відмінний від о, тобто КОЛИ у" ф  0.

§ 8. Точки перегину.

Винятком будуть ті точки кривої, в яких крива переходить 
з одного боку дотичної на другий. В них крива спочатку по­
вертається в додатній бік осі у-ків, потім у від'ємний бік своєю 
опуклістю (відповідно угнутістю) і виходить, що для значінь X 
менших від абсциси М, у!' має один знак, а для значінь біль­
ших — протилежний. Але функція змінює знак, переходячи 
через о або через оо.

Тому, що встановлюючи критерій ми користувалися Тейло- 
ровим рядом, ми маємо право говорити лише про перший ви­
падок (перехід через 0) і маємо, як умову існування точки, в якій 
дотична перетинає криву у" =  0 (припускаючи, що уш ф  0).

Коли ж не лише у"=- 0, а й у'" ■=■ 0, то головний член у різ-

ниці Ау — у'Ах буде yIv^ - ,  і крива поблизу такої точки ле­

жить з одного боку дотичної. Взагалі, коли перша відмінна від 
нуля похідна є паристого порядку,—точки кривої поблизу точки 
дотику лежать з одного боку дотичної, коли ж непаристого, 
то по різні боки від дотичної,—зразу ж до й після точки дотику.
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Приклад 1. Кубічна парабола у =  х 3 має в початку коорди­
нат за дотичну вісь Л'-в (у — 0), а саму точку (0,0) — за точку 
перегину, бо

у ' =  3ж2 =  0
при X — о, у" =  %х, тобто — 0, при х — 0 , у'" — Q фО.

Також крива
у  =  х(х~ — Ь3)

має в початку координат (0, 0) у" — о, але

у ' =  ЗХ2 —  Ь2

при х  — 0 рівне — Ь~ ф  0 і ут — 6 ф  0, — (0,0) є точка перегину. 
2, Ньютонова parabola campaniiormis си т  ovali

ay1 =  %(х~ — а2),

має дві дійсних точки перегину. Справді з

2 ау у' — Зх3 — а3
маємо

аІУ'2 +  У У") =  Зж,
умова ф  — 0 дає тф3 — Зх і для х  маємо рівнання

або

звідкіля

дійсне лише

125 (х2 ■— а3) — (Зх3 — а2)3 

Зх* —  6х2 а3 — а* =  О,

Xі г= а 2 (  і Н— \ ,
\  —  V З У

х =  а у — +  а 8 _
[/27

3. Ньютонова parabola рига

ру3 =  (;с3 —  +  а~)х

при 62< 4a2 і 6 > о  має дві дійсних точки перегину. Справді, 
також склавши

2руу' — Зх2— 2bx -f- а3, р(уп - f  уу") =  Зх — Ь,

знайдемо при у"=- 0 рівнання

Зхі — 4 £>ж3 +  Ш1х 3 — а* =  О,
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ліва частина якого при х ~  — оо додатня, при 6 >  0 уже при 
х ~ — а, при х =  0 від’ємна ( =  — а 4), при х  — -р оо знову до­
датня, тому рівмання має дійсний корінь >  0.

але у"— ех:і в початку є оо .

На абсолютну величину \ y \ y - \ x \ .  В точці (и,0) крива пе­
реходить з одного боку дотичної на другий. Але у  повертається 
в цій точці в оо (а також і наступні похідні).

Порядком кривої зветься число точок, у яких крива перети­
нається з прямою. Коли криву задано рівнянням у декартових 
координатах, то порядок її дорівнює степеню її рівнання. Де­
які з цих точок для д а н о ї  прямої можуть бути уявні, і при 
цьому, коли рівнання (2) дійсне, число таких уявних точек пе­
ретину з прямою буде п а р и с т е .  Виходить, що цілком аналі­
тична ознака — альґебричність рівнання — мав і геометричний 
зміст, що й виправдує назву таких кривих а л ь ґ е б р и ч н и м и .

Коли рівнання кривої Ф(х, у) — 0 в трансцендентне, то його 
можна розглядати, як альґебричне безконечно високого степеня 
і тому говорити про порядок трансцендентних кривих не можна, 
хоч для окремих таких кривих дійсне число точок перетину 
з прямою може бути конечне. Напр. ланцюгова лінія ні з якою 
прямою не має більше від двох спільних точок.

Задача провести дотичну з точки, що не лежить на кривій, 
призводить до другого важливого поняття — до к л я с н  кривої. 
Клятою кривої зветься число дотичних, що їхмоасча провести до 
кривої з точки, яка не лежить на ній (зрозуміло, що доводиться 
говорити, переважно про криві альґебрячні).

В аналітичній геометрії ми бачили, що к р и в а  2- го  по­
р я д к у  е о д н о ч а с н о  й к р и в о ю  2 - о ї  к л я с и .

Але взагалі кажучи, порядок і кляса кривої не однакові.
Справді, так само як і для кривих другого порядку, задача 

провести дотичну через дану точку (ї, */]), яка не лежить на 
кривій, призводить до визначення числа точок кривої (2), в яких

у ' = і ,  дотична має рівнання ¥ ~ Х

§ 9. Порядок і кляса кривої.
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дотична проходить через дану точку (;, 15); — цебто до наход­
ження числа пар .значінь (х, у), що задовольняють систему 
рівнань

Ф(-х.у) =  о ....................... .... .(2)
(і—г) Ф'ж +  (ті — у) Ф/2/ =  о + . . . . .  .(8)

Обоє рівнань степеня та, але так само як і у випадку кри­
вих 2-го порядку, степінь (8) можна понизити з допомогою (2). 
Коли (5) переписати так

і Ф'х +  уі Ф[у — {х Ф% +  у Ф'у) — 0 ....................(5')

то видно, що члени та-го порядку входять лише через ком­
бінацію

хФ'х 4- у Ф'у,
але користуючись з певних властивостей однорідних функцій — 
(Ойлерова теоремаф можна показати, що ці члени зникають з-за 
рівнання (2). Справді, позначаючи Фк(х, у) (бо просто Фк одно­
рідний многочлен од х, у виміру к — сукупність членів виміру к 
в рівнанні (2), — можемо написати:

і виходить, що 

хФ 'я1 +  уФу =  ( х ^ -

Але за теоремою Ойлера

ф «- і (ж, у) 4 -. •. 4 - Фі

дФ-п \ . ( дфт - 1
ду гч* дх
/
і з ф , . дФі \■ X &  + » ду }

ду +

дФк х - дфк
вх ау кФк

тому
хФ'х 4 ~ у Ф'у =  таФяг *= (та — і) фщ- 1 4 ~ . • ■ +  2 . Фц -j- 1 . Ф\.

Коли відняти -звідсіль
тФт -f- тФ,п. ] -f-. . .  -г- т . ф\ ~  тФі +  тФа — т Ф — О

то матимемо
,хФ'х +  у'у —  тФ == —  1 - Фт- і —  2Фт ~з —- . .  —  (m —  1) Фі —  т . Ф 0. 

Отже (5) зводиться до виду:
ХФ ',,+ Т'ФУ +  Фт-1 - f  2Ф„_, -і-. . .  -j- (та — Щ Фі 4 - »г Фо — 0. 

Тому (S) можна замінити на таке
?Ф'.„ 4 - т/ф , Н- 1 . Ф1(І і 4 - 2 . , 4 -. . . (та -  і) Фі -г піФо =  о (8")
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Рівнання (8") вже тільки т — і степеня відносно х і у. Тому 
число розв’язок (2) і (5) 8 т(т — 1).

К р и в а  п о р я д к у  т е ( в з а г а л і  к а ж у ч и )  к р и в о ю  
к л я с и  п — т (т — 1). Коли т =  2, то маємо та =  т ( т — і) =  2. 
Крива 2-го порядку є крива й 2-ої кляси. Але вже при пі — 3 . 
11 — 6, при ти =  4 , п =  12.

Але можуть існувати й криві порядку вищого за 2, але кліка 
яких не вища за їхній порядок. Ми 'побачимо, що кляса кри­
вої понижується за наявности, так званих особливих точок 
(див. далі § 15).

,. Коли задано і, % а змінні є х, у, то (8") дав криву лінію, яка 
відносно даної кривої Ф — Озветься п е р ш о ю  по л я р о ю  точки 
(?, т]). Вона проходить через точки дотику дотичних до кри­
вої Ф{х, у) — 0(2), що проходять через точку {?, і]). Поляра по­
чатку мав рівнання

Фщ—1 “1“ 2 . Фш—і -|—. . . -j- {Ш — 1) -j- 1Н\Фй ~  0.

Рівнання першої поляри набуває простішого й симетричні- 
шого виду, коли завести замість х, у  однорідні координати

ід  Л
з * з '

Рівнання кривої, після помноження на зт, матиме вигляд

Ф (х, у, з) — о

(Ф — однорідна функція виміру т).
Рівнання дотичної

Ф'х(я, у, z ) {X—  ж) +  Ф,У(Г —■ р) =  0.

Можна записати
ХФ'х -f Y Ф'у — (жФ х +  у Ф у) — 0 .

Але за теоремою Ойлера, для точки кривої 

0 - т Ф ^ х Ф ' х Л у Ф ^ у - ^ з Ф ^
тобто

--  (Ф'х -f- уф у) =  ЗФ’S,

Тому рівнання дотичної в точці (ж, у, з) запишеться 

ХФ’х-ЛУФ?у+£Ф\ =  о,
де замісць з написано Z, бо воно заміняв одиницю довжини.
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При заданих X, Y, Z і змінних х, у, з це буде рівнання 
першої поляри.

Зауважмо, що ми могли б одержати це ріваання дотичної 
точці (ж, у, з) так. Візьмімо точку (ж, у , з) і другу (X, Y, Z). 

Вони визначають пряму; координати кожної точки цієї прямої 
пропорційні до

ж +  ХХ, ?/ +  ХУ, г -fXZ.
Точки пересічі цієї прямої з кривою визначаються рівнанням 

'О =  ф(х +  XX, у  - f  ХУ, г 4 - XZ) =5 Ф(х, у, з) +  ЦХФ'х +  УФ',. - f  Z) +  

+  Р Ф ",, +  Х ф ф г -!- 2 ХУ - f  2 Ф"х.ХІФ2Ф"ь, vz ' j+

+  .. .  +  X™0(XyZ).
.-.'і!

Тому, що (ж, у, з) точка кривої, то вільний член зникає 
а рівнання має один корінь Х =  0. Щоб воно мало два корені, 
тобто щоб дві точки пересічі злилися, і пряма дотикалася б 
кривої, мусить дорівнювати нулеві коефіцієнт при X, що й дав 
попереднє рівнання дотичної. Коефіцієнт при Xа дає другу 
лоляру й т. д.

§ 10. Гессова нрива (Hessienne).

Коди криву задано рівнанням не розв’язаним відносно у
Ф(х, у) =  о(2),

то у" визначиться (припускаючи, що Ф'у Ф о), якщо виклю- 
'чятн у1 із двох рівнань:

Ф'х +  у'Ф'у =  0.
Ф ’:,:с  +  2Ф %  і /  +  Ф ’уу У>2 +  Ф ' у  . Г  =  0.

тобто
Ф'у3. У"  -  Ф"ХХ . Ф'у2 -  З Ф %  Ф'у Ф'г, +  Ф’\у Ф’Ф.

Отже координати точки перегину визначаться спільним 
розв’язанням рівнання кривої

Ф(х, у) =  О
і  рівнання

Ф"*.в Ф'Ф —  2Ф"ху Ф'х Ф \ -г  Ф"шФ'х2 =  О, 

можна написати детермінантом 
Ф"хх Ф'фу Ф'(. і 
Ф"ху Ф" у у Фу І =  О, 
ф'х Ф'у О І
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є степеня зт — 4, але за допомогою рівнання кривої степінь 
його знижується на 2. Справді, коли замінити х х у  через

X та У_
з

і помножити І-ший і ІІ-гий стовпчик гт~%, Щ-й на («-і) s m- 1 
а останній рядок помножити на з, то можна замінити, за теоре­
мою про однородні функції,

{т — і ) Ф'г =  хФ”;і:г ~f >)Ф''Ху +  зФ'хі

(т — і і Ф’у =  хФ"ху +  уФ"уу -ф- гФ"уз

в ІІГьому стовпчикові.
Помножаючи потім 1-й стовпчик на х, ІІ-й на у  і віднімаючи 

із ІІІ-го, матимемо

Ф"хх Ф",у Ф"*х ЗФ"*,
0 = ф̂ 'ху Ф уу ~~Ф"іГ = Ф %  Ф»т 3 0 "ys

ф х Ф'у Ф'х Ф’у зФ'х — ті

Останній детермінант при сукупнім розв’язанні з
|Ф(ж, у, г) =  0

можна замінити, розділивши його на з, через
ф>г ф" ф" ^  хх 4у ary K*J xv
Ф"ху ф "уу ф "уз 
Ф'х Ф'у Ф',

=  0.

Останній рядок помножаємо на (т — і) і віднімаємо перший, 
помножений на х  і другий, помножений на у.

Остаточно маємо, розділивши на з:
Ф>",, Ф "щ  Ф'С, !
Ф":<ь Ф"т Ф%, =  0 
Ф \ ,  Ф"*я Ф"г,

рівнання степеня з(т — 2), в якому можемо покласти г =  і,щ об 
повернутися до неоднорідних координат.

Виходить, що а л ь ґ е б р и ч н а  к р и в а  п о р я д к у  т ма є  
S m (m ~  2) т о ч о к  п е р е г и н у .

Зауважимо, що це число знижується (зменшується), коли на 
кривій є особливі точки.
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Геометрично, сукупне розв’язуй, 
пересічі двох визначених цими 
число точок перегину кривої

Ф(ж, у) =  0
Є число точок її перетину з кривою 0 , яка зветься 
вою к р и в о ю  да но ї  к р и в о ї .

В зв’язку з цим звернімо увагу на т. зв. К р а м е  р і в  п а р а ­
д о к с 1). В ріьнанні m-ого степеня з двома змінними в

1 +  2 +  . . .  +  { ш+1)  = (т  +  1) (пі +  2)
- - - - -

членів, тобто всього
(т 1) (т +  2) _ т(т +  3)

2 ~  2 ..""
довільних коефіцієнтів, і треба виходить

Y  vt(m +  3)

заданих умов (нанр. заданих точок), щоб визначити криву. Але 
дві кривих порядку т перетинаються в т* точках і коли

. w(m-}-3)

то можна взяти
т(т - 

2
3)

точок так, що можна буде провести через ці точки більше однієї 
кривої т-го' порядку. Так, візьмемо 8 точок і проведемо через 
них криву 3-го порядку. Тому, що для визначення кривої 3-го 
порядку, треба 9 точок, матимемо не одну криву, а цілий 
пучок їх Ї7 +  Х7 = 0  і. всі вони пройдуть через 8 взятих точок 
і ще через 9-ту точку пересічі 1) =  О, F — 0. Справді, підстав­
ляючи координати кожної з даних 8 точок у рівнання 3-го по­
рядку з довільними коефіцієнтами, матимемо 8 лінійних рівнань 
між цими коефіцієнтами і таким способом із загального числа 
їх—9—визначаємо 8 лінійно за допомогою дев’ятого. Отже мати­
мемо рівнання форми

U +  X F= 0, де ї / = 0 , V =  О

Ц Cramer. 
78-79 .

Introduction a l'analyse des lignes courbes rtigebrl.jues, 1750 p.



рівнання двох кривих 3-го порядку, що проходять через 8 зада­
них точок і е ще довільний коефіцієнт X. Щоб визначити 
і його, треба дати ще одну умову, ще одну точку кривої. Коле 
візьмемо, наприклад, точку Х\ у\ і Uh Vi, відповідні значений 
V та V, X визначимо з рівнання Ui Jr \Vi =  o.

Але, коли(ж„уО є 9-та точка перетину V = 0 , 7  =  0, матимемо 
Vi =  0, Vi =  0 і отже X залишиться довільне, і через 9 точок 
(тобто 8 довільних та відповідну 9-у) проходять не одна, а без­
ліч кривих 3-го порядку. Далі дві кривих 4-го порядку ІУ=Ог. 
7 = 0  перетинаються в 16 точках. Візьмемо 14 з них, через них 
можна провести безліч кривих 4-го порядку Е7-|-Х7 = о ,  які всі 
пройдуть ще через 2 точки пересічі перших двох кривих.

Зрештою альґебрична природа рівнань кривих альґебричних 
призводить до посутньої різниці між кривими порядку пари­
стого і непаристого. Даючи одній із змінних, напр. у, певне 
значення (тобто геометрично перетинаючи криву якоюсь прямою 
рівнобіжною до осі а>ів), одержимо рівнання, якого степінь буде 
рівний порядкові рівнання. Це рівнання мав коефіцієнти дійсні. 
Тому уявні корені в парами спряжені. Звідсіль рівнання непа­
ристого степеня неодмінно має принаймні один дійсний корень, 
а паристого може не мати жодного дійсного кореня— тобто 
крива непаристого порядку має хоч одну дійсну точку на кож­
ній прямій, паралельній з віссю а;-ів, а крива паристого порядку 
може не мати ні одної такої точки перетину з прямою.

Виходить, що крива непаристого порядку неодмінно має 
вітину, що йде в оо — принаймні одну, а паристого порядку 
може й не мати і бути таким способом замкненою.

§ 11. Асимптоти.

Коли дві криві
y =  f{x) і у — д{х)

є такі, що віддаль між точками їх безмежно зменшується, якщо 
рухатися по їхніх вітинах, що йдуть у безконечність, то кажуть, 
що одна крива а с и м п т о т и ч н о  наближається до другої. 
Рахуючи віддаль по ординатах, визначмо аналітичні умови 
асимптотичного наближення

1іт [Дщ — р(жд — 0 ............................(11).
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1. Крива
Приклади.

ж</ =  ж3+  1 або у — х2- \ - ~ , —
'Х>

має за асимптоту параболю у  —  X і .

2) Крива
(ж2 +  у2) у2 — 2рха 

має за асимптоту парабол

у2 =  2рж,

Коли одна з узятих ліній є пряма (тобто напр 
д (х) =  h

] \
так, що

lim
X — >  CO

f{x) — yx  — h = 0  (12)

то вона зветься п р я м о л і н і й н о ю  
а с и м п т о т о ю .

Коли крива y — f{x) має вітинп, 
що йдуть у безконечність (такі, на­
приклад, є альґебричні криві непа­
ристого порядку), то можна поста­
вити задачу відшукати її асимптоти.

Тоді

r S t,, (і/ —  —  h) —0:

~ ^ m (у — дж) — h,

тобто вільний член у рівнанні асим­
птоти

h - lim і
X —^  ОО

Але

(у — рх) . . . .(ІЗ). Рис. 26.

/  ■)/ \
Н т (у — цж) =  11т х  ( —  — у.)

X —> СС \  Х J

Щоб ця границя мала конечне значіння, треба щоб другий 
множник мав границю, яка дорівнювала б нулеві, тобто

lim 1 U ,
X —7* СС \  X ■ (14).

Д. Сянцов.—4. 49



Виходять, що перш за все знаходимо кутовий коефіцієнт 
асимптоти за (14), тоді підставляємо знайдене значення в (13), 
знаходимо h

Приклади.
1. Крива

X
у =  Ье 0

має вітину, що йде у безконечність при безконечному збіль­
шенні ж ( а >  0). Шукаємо

Um Ьа
\

:х \-
1

lim
:У‘ _^ СС

тобто =  і виходить, що

X 0,

Л =
(

1ІЩ у _  о . \
Ж —>со V' ' " J

Отож асимптотою буде вісь АЧв.
2, Крива

у  =  b arc tg

має низку безконечних вітин. Визначаємо р.

і і т  йе" — о.
ж Сі. 03

.Г

lim f Ж.
X —> о- V X

Н т а г 0 І 4

a
Чисельник, коли х ~ оо, є величина конечна,

{ 2ЖЖг±
2

Тому р =  0. Виходить, що 
паралельних з віссю Л'-ів

2/і 4 - 1Л/ —  ...-----1-----

асимптотами

~Ь \к,— О,

буде низка прямих 

і, ± 2 ,.,.),

бо 2 к + 1
І).

Зауважимо, що за правилом ІУЙорііаІе’я знаходити справжнє 
значення невизначеносте!

u. — lim ( J L \ ~  lim (ЖИ
х  —і. оо \  £ J х. —> :» \d'Xi ■ • . ( н о

т. т. напрям асимптоти, коли вона існує, однаковий з тим напря­
мом, що визначається кутовим коефіцієнтом дотичної, коли ж і у
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зростають до ос. Але дотичну в безконечно-далекій точці можна 
одержати, коли в рівяанні

Y-. . ( (JV
\clxj)*  +

dy
dr

перейдемо до границі поклавши х  — оо, т. т. коли

Іішlim f ' ^  =  a ( l 5) i  І у\ a r j  7 а;—>оо\ г і'А  .  і,dx J
то у =  ух- \ -1і буде дотичною в безконечно-далекій 
для асимптоти (див. вище)

h — lim {у — \хх) =  lim у — х  lim ( йу \
\ d x j

. . . (16) 

точці. Але

. . . (17).

І ось, коли границі (14) і (15) однакові, то дотичне в без­
конечно-далекій точці й буде асимптотою.

Перше визначення трохи загальніше: дотичної в безконечно- 
далекій точці може й не існувати, і крива, одначе, може мати 
прямолінійну асимптоту.

Візьмімо криву
соє ж

Для неї асимптота існує в першому розумінні, бо

lim lim ( cos x : x~ J =  о і lim (y — o.x) —
x - t- co \ X j  i yc— > c o \  j

~  lim fcos x : ж) — 0
нею буде вісь Х-ів, навколо якої крива утворює, сказати б так, 
низку згаслих коливань, що їх амплітуда зменшується зі 
збільшенням абсолютного значення х  і що самі вони містяться 
проміж вітинами гіперболь

а тим часом дотичної (визначеної) в безконечно далекій точці 
в кривої немає. Хай

але

lim . . Ит
х —> со \  dx / — ж sin ж — cos ж і 

/'
ж2 — о

У~~ — 2 (cos ж: ж)-(- аіпж
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для х  ->  ос немає певної границі, бо хоч

lim 003 я =  0
х  —  ̂со X

але sinx, для х~^оо,  величина невизначева між— 1 і + 1 .

§ 13. Асимптоти альг'ебричних кривих.

Коли задано адьґебричну криву, то її асимптоти визна­
чаються ось яким способом. Як нагадувалося вище, для асимптоти 
й для кривої

lim f - іЛ  
X —5* СО \  X J

мусить бутя однакові. Але рівнання кривої можна написати 
0 =Ф(Х, у) =  Фт (X, у) +  Фт- 1 (X, у) +  Фп - 2 {X, у) +  . . . - f  

+  Ф/ (х,у) -(-

де Фк(х,у)— многочлен, однорідний відносно \х і у  А:-того сте­
пеня і виходить, що

Фк і,уу) =  Х*фл ( і ,  - f )  -  (-%-) •

Отже рівнання кривої набирає виду

о— ( - f - )  +  Ж” - :1 'fm- 1 )  +  ■ . . +  ®¥ 1 ( - f - )  +  «о- (*81

Поділом на х т дістанемо:

0 =  Т» ^  <f«-i ( J - )  +  ■ • • +

+ ^ ь ( і ) + ^ , ........................т
Покладаючи тут

х =  со і lim ( —  ) =

прийдемо до рівнання для р.
fm i t i  — O ...................................  . .{ 19)

Для визначення коефіцієнта асимптоти її зауважимо, що 
з її рівнання
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і підставляючи це значення в ( 18) і розгортаючи

Л
^ Iі ~ь

за степенями приросту— , знайдемосо
О =  Хт Vm (р) - f  Хт~ х [Щ'т (р.) ф  <fm -  1 (Iі )] +

Г ї ї *  1-(-я?™--  ̂ . . . (20)

Підставмо замість р один із коренів рівняння (19). Тоді
<рт (р) =  0

Через це, після поділу на хт~ \  (18) набуде виду

О =  [h's'm (р) -f- ф т  - 1 (р)] Ч"
Д2

1 . 2 ?"«({*> +

-j- hy »х — і (р) Ч- ср»і—і (р)] ”і~ • ■ •

Переходячи до границі х -> °о ,  дістанемо рівняння для ви­
значення

О =  Ц ' т (v) ф  *ж-і(р).*. А +  -  • (21)9 го і.г*)
Так знайдемо для кожного дійсного кореня (19) відповідне 

значення ft. Коли корінь р подвійний і при цьому
фт-t (р) Ф о

то асимптоти не існує. Коли ж для цього подвійного кореня
І tfm_i(p) =  О,

-то для визначення h звертаємося до третього рівняння
№

~j~2 “Ь A'f,»i-i(p) ф  фт—г(р) — 0.

І т. Д.
Приклад 3 . Де картів лист

х 3 ф у 3 — 3 axy~Q .
Тут

т — 3, фш(р) =  1 +  р3 =  О
мав один дійсний корінь р = — і. Відповідне значення

_Фг(р) ____ — Зар

(22)

k:
?'з(р) Зр2

— а.
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Тоді асимптота буде
у ■+■ х  4- а =  о.

Приклад 4 . Крива
2 t/D — 5ху 2 -j-х 5 — О дає == 2'is 4~ 1 ==• о, 

єдиний дійсний корінь якого

•Д. =  — 2“  ̂ І ?■ і(к) =  0

тому /і =  0, отже асимптота буде
1

- - ... х.1
2Т

§ 14. Асимптоти паралельні з віссю Y-ків.

В попередньому ми не розглядали того випадку, коли асимп­
тота є пряма лінія паралельна з віссю У-ків, бо в цьому ви­
падку її рівняння не можна написати

у  =  pz -J- h.
Для визначення і таких асимптот треба вжити рівняння

і шукати

Так, для кривої

знайдемо

X — V// 4" ;ї

1ІШ і ~  
\  У

к =  і і т  (х — v?y),

У —
Cos х

X

і і т
35 —Т" О

ґ х \  
У

■ І і т
Cos х ■ 0,к ~  І іт  (cos ж : у) =  о.

Отож вісь У-ків буде також асимптотою.
Але помітивши, що після визначення асимптот за рівнянням 

у =  ух-{-1ь нам потрібні лише ті асимптоти, для яких і =  о, ми мо­
жемо міркувати так-, коли рівняння кривої т-го порядку не має 
в собі ут, то один або декільки коренів у  дорівнює оо, звідсіль — 
для адьґебрнчних кривих, рівняння яких можна написати

Ут~^к(х) 4 -... -Ь фт(х) ~  о (23)
х  буде мати к коренів, для яких у  стає безконечно велике, або 
іншими словами буде відповідне число вітнн, що йдуть у без­
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конечність. Тому асимптоти паралельні до осі у-ків визначати­
меться із рівняння

<}>*(,г) =  0 (24)

Відомо з альґебри, коли в рівнянні « - г о  степеня коефіцієнт 
при вищому степені невідомого повертається в 0, то один із 
коренів рівняння повертається в безконечність і таким спосо­
бом безконечно-далека точка кожної з прямих (20) буде нале­
жати кривій ( і9)3-

Приклади 5 . Діоклесова цисоїда:
х{х14 - у 2) — 2 а у 1 — О 

дає
у \ х  — 2а) -f- Xі — О

і виходить, що
х  — 2 а =  о

буде асимитотою.
6) Супутниця цисоїди:

у'г{ х  — 2а) -j-xs — у ах;- — О 
теж має за асимптоту

х — 2 а — 0.
7) П р я м а  с т р о ф о ї д а

г/Цх — 2а) -f- х(х — а3) =  О
також

х  — 2а =  0.
8) Конхоїда

</-'{ і — а)2 + х2[{х — а)а — б2] =  О 

має за асимптоту
х  — й =  0.

§ 15. Асимптотичні точки.

Крива може безконечно наближатися до точки, роблячи на­
вколо неї безліч дедалі вужчих та вужчих зворотів. Приклади 
таких точок найзручніше дати рівняннями в полярних коорди­
натах. Так— полюс буде асимптотичною точкою для г і п е р ­
б о л і ч н о ї  с п і р а л і

г Ь ~ а ,  для Lituus Cotes’a (гЧ — аг)
для кохлеоїди
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а  прямокутній системі координат обидві змінні одного роду, 
і тому однаково, яку з них взяти за незалежну зміну; в обох

випадках, шукаючи границю або \  , приходимо до гра­

ничного напряму, в обох випадках знаходимо прямолінійні 
асимптоти.

А в полярних координатах, беручи за незалежне змінне ра- 
діюс вектор і розшукуючи границю для 6, шукаємо — чи на­
буває радіюс вектор певного н а п р я м у ,  коли точка віддаля­
ється по вітині кривої в ос, і таким способом приходимо до 
прямолінійної асимптоти. Так, для гіперболічної спіралі зна­
ходимо 0 ■ а

і границя 6 — 0 _ Для визначення самої асимп-
•CQ

тоти шукаємо границю довжини, перпендикуляру з полюса Fa
пряму '^паралельну до полярної ост 
і яка проходить через М

МР  =  r Sin Ь = 

виходить, що

ііш М Р  — а Ііш
.0 ->0

Sin Є

Ііш О
■ а .

Рис. 27. Зовсім іншого характеру ма­
ємо результати, коли шукаємо

lim r , Коли ця границя існує, то виходить, при обертанні
Й —» оо

кривої, точки її наближаються до якогось граничного положення. 
Ми маєму граничну точку— асимптотичну точку. Так, для тої 
самої гіперболічної спіралі в нас було

Іітп г ----- Ііш ~ = 0  
Ь

як і взагалі для кривої 

при
=-- ап

п >  0, т >  о.

Особливі точки плоских кривих.

§ 16. Подвійні тонни.

До цього часу ми розглядали такі точки, в яких крива мала 
одну визначену дотичну. Аналітично це означає, що
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існує одне визначене значення похідної. Але за теоремою про 

похідні від неявних функцій, ^  існує коли ф  0. Правда, на

випадок, коли dF
ду ■ О ми можемо взяти за незалежне змінне

dx дТу  і тоді шукати — , яка існує, коли ~ ф  о.

Лишаються під сумнівом і не будуть звичайними точками 
в зазначеному вище розумінні, ті, що для них разом

dF
дх — 0 dF

ду =  0. (25)

Ці точки потребують особливого обслідування, їх ми назвемо 
о с о б л и в и м и .  До числа їх ми не будемо зараховувати ті, 

dF п dF . пдля яких — =  0, але —г— ф  0, конечна и визначена, бо це ті

точки, в яких дотична паралельна з віссю Г-ків, Для них до­
сить повернути осі на деякий кут, щоб у новому положенні 

dFбуло .— ф  0.

3 такої самої причини ми не маємо підстав уважати за 
особливі ті точки, в яких ордината найбільша і найменша і тому

у' =  0, тобто дотична паралельна до осі Х-ів dF
дх — 0 напр.

для вершини еліпси х =  0, у ~ Ь ,  бо й тут зі зміною координат­
них осей зникає ця особливість. Ми не мусимо вважати за особ­
ливу точку щ точкущерегину (point d’infiexion) у" — 0, бо для неї 

OF " OF'взагалі — і не нулі. {Ця точка відповідає о с о б л и в і йдх ду '
д о т и ч н і й ) .  І ось, нехай для точки (х , у) кривої (2) справ­
джуються умови (25).

Диференціюючи (2) один раз, матимемо рівняння

dF
дх 1 У ду

воно за припущенням =  0 в особливій точці. Візьмемо звідсіль 
похідну

, dF :0

— l 2 
дх3 ^

a*F , . olE „ , dF 
‘у + ~dJFlJ • у ' .о (26)
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На випадок, коли (2o) справдилися, член можна за-
Оу (ICC*

недбати, якщо тільки lim ~ ~  для такої точки конечний.dx
Справді, можна написати

F ' y . У

у -  Я
а тому

lim #' =  lim ■■
£  У

тобто
і- / ! >j\F\N у ‘ lim 4 — і , 4 -*

- 1 (F'vY
тому, що

за припущенням не 0 і конечна, маємо

Тобто

1 TOMV

Urn ?/' =  lim у‘ -j- lim
\£ v)

и" V
1 і т ^  =  0

l i m  у '  „■  =  О,° дч
але тільки за умови

і конечний.
Отже (26') стає 

d*F

lim (F',,y ф  О

d’lF d2F  
t 2 ------ ь' 4 - =  о

д%- г  дхду J ^  ду2 ‘ (26)

і для визначення кутового коефіцієнта дотичної в точці, в якій 
виконано (25), ми маємо рівнання 2-го степеня, — коли тільки 
в цій точці не всі другі частинні похідні F  дорівнюють 0.

Припустімо це останнє, тоді така точка зветься п о д в і й ­
ною (особливою) т о ч к о ю.  При цьому можливі три випадки:

1) Корені рівнання (26) дійсні І різні: крива (2) в такій 
точці має дві різні дотичні. Точка зветься в у з л о в о ю  точкою 
або в у з л о м  (noeud). Умова для цього така 

/  d2F  У д*Е d2F
\дхду J дх2 дуг
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2) Корені (26) є уявні спряжені — дійсних дотичних немає, 
можна говорити про дві уявних дотичних. Не існує на кривій 
точок сусідніх з такого точкою кривої, тому ця точка зветься 
і з о л ь о в а н о г о  точкою. Аналітична умова цього така

Удхбу ) дхг дуг
Я) Два корені рівнання (28) рівні, його ліва частина є точний 

квадрат
(  d2F у _  d2_F_ d‘F  __
\ д х д у )  дх2 ' ду2 ° ..........................

Дотична одна—подвійна. Точка взагалі буде т о ч к о ю  з в о ­
р о т у  (р. de rebroussement, Rilckehrpunkt), але цей випадок 
треба розглянути окремо.

Початок координат (0,0) є вузлова точка на строфоїді, ізо­
льованою точкою на супутниці цисоїди і точкою звороту на 
цисоїді.

Принлади.

Д о с л ід р о з б і ж н и х п а р а б о л ь.
Взаємний зв’язок і як виникають особливості того чи іншого 

типу добре ілюструвати на розбіжних параболах (parabolae 
divergentes), що визначаються рівнянням

ру2 — (ж — а) (ж —- Ь) (ж — в) 
а) Коли всі корені рівнання

(ж — а) (ж — Ь) (ж — с)==0
дійсні й різні:

а <  Ь <  с,

то крива зустрічає вісь Х-ів у трьох точках А, В, С і скла­
дається з овалу та з вітини параболічного типу, що йде в без­
конечність

Справді, права частина при
ж <&  < с

й при х  >  с додатня і від’ємна при х  <  а і при
6 <  ж <  с.

Особливих точок у кривої немає.— Де так звана Parabola 
campanii'ormis cum oval! Ньютона, 

в) К оли
а < Ь ~ с ,  ру'  - (ж —  а) (ж —  b'f,
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то  п р а в а  ч а с т и н а  д о д а т н я  або 0 п р и  і  в ід ’єм на  п р и

ж's] а ,
F 'x и F'y разом дорівнюють 0 при

■х =  Ь, у  =  0.
Яри цьому другі похідні відповідно рівні

2 (а — і), 0 і 2р.
Рівнання дотичних

має дійсні корені
а — h-\~py’2— 0

бо

b — а 
Р

а < Ь  і р  >  0.
Крива має вузол — Parabola nodata Ньютона. 

е) Коли
а ~ Ь  =  с,

то три точки зустрічі кривої [з віссю Х-ів зливаються в одну 
т о ч к у  з в о р о т у  к р и в о ї  (рівнання дотичної в (0, а) є

2 р у ’2 =  о.
Parabola cuspidata.

д) Коли зливаються точки А \ В
а —  Ь <  с,

то рівнання
р у 2 =  (ж — а)2 (х — с) 

при й <  с дає в точці (a, 0J
F'x =  0 — F y F"xx =  2 (с — о), В"ху =  =  2р.

Обидві дотичні уявні, але (а, 0) належить до кривої і в її ізо­
льована точка: Parabola punctata, 

е) Випадок коли корені уявні:
р у 2 =  (ж — а) [(ж — а)2 +  р*]

par. рпга розпадається, власне, також на З випадки — Коли до­
тичні в точках перегину перетинаються в середині кривої, на 
безконечності або зовні кривої на осі Х-ів.

Аналогічні випадки можна розрізняти в Нікомедової конхоїди:
(х2 -f- у 2) (х —  а)2 — Ь2х2.
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Точка (0,0) е особливою точкою і при тому, коли £ < а  і з о л ь о ­
в а н о ю  точкою, для Ь =  а точкою з в о р о т у ,  а для Ь >  а — 
в у з л о м .

Також П а с к а л і в  р а в л и к
(ж2 -f~ у г — 2ах )2 — Ь'г (ж2 -)- у2) — 0

при Ь <  2а мав в початку координат вузол, для 6 =  2а точку 
звороту, а при 6 >  2а — ізольовану точку.

Р і в н а н н я  д о т и ч н и х  у п о д в і й н і й  т о ч ц і .  Рівнання 
дотичної показує, що для кожної її точки

і коли у' визначається рівнанням (26), то виходить, що можна 
поставити в (26) замість у ' ліву частину, що після помноження 
на ( Х — х )2 дасть:

^  ■ ( * - * ) > + 2 - ^ -дхду
д2Ф

Г -(У - ! /)2 =  0

( Х - я ? ) ( 7 - г / )  +

ду2 ( 28)

яке вдовольняеться координатами обох дотичних і яке таким 
способом, е рівнанням їхньої сукупности.

Можна зауважити ось що. Розгортанням
Ф( Х , 7 ) =  Ф [ х + ' ( Х - х ) ,  У +  І Г - у ) ]

степенями
( Х - х ) ,  { У - у )

маємо:

Ф(%,У) +  Ф' х{Х— ж +  Ф'г,(Г  — р) +  -1 . [Ф"хх{Х— х ) 2 +

+  2Ф % ( Х - х )  (Y - y )  +  Фуу{У у)2] +  • . .

1-й член =  0 за (2). Прирівнявши до нуля члени першого 
виміру, матимемо рівнання дотичної. В особливій точці вони 
зникають, і членами нижчого виміру залишаються члени 2-го сте­
пеня; прирівнявши їх до 0, дістанемо (27).

Ті типи подвійних точок, що ми їх тількищо розглянули, 
далеко ще не вичерпують усієї можливої різноманітносте їх. 
Зауважимо перш за все, що звичайна точка кривої може мати 
те або інше особливе відношення до дотичної: або це проста 
точка з простою дотичною, або точка перегину, або — колн дотик

s i



3-го порядку*), то точка с п л о щ е н н я  (point meplat) як у па­
раболі 4-го порядку у =  х і В ТОЧЦІ (0,0).

Зупинимося детальніше на подвійних точках. Звернімо увагу 
на вузол. Перш за все обидві вітини, що через нього проходять, 
можуть мати звичайні дотичні, тоді обидві вітини по один бік 
вузлової точки повернені одна до одної угнутістю, а по другий 
бік опуклістю. Так у строфоїдя у Декартового листа, конхоїди, р. 
nodatae, — ні одна з вітин не перетинає своєї дотичної. Подруге, 
одна з вітин може мати у вузлі точку перегину. За приклад 
такої кривої можна взяти кригу

,і:2 у- — а (у/ — х) . (a:2 -j- у 2) ~j- Ь2 (ж* — i f  і =  0.
Потрете, обидві вітини можуть перетинати дотичну і при 

тому обидві вигнуті в один бік.
Приклад: крива

ж4 — Vі а2 ХУ =  0» або 4 (%'г Уг) ХУ -f- а~ (х2 — у г) — 0
(та сама крива після повороту осей на 45°).

Напослідок .обидві вітини мають точку перегину і при 
тому в 2-х їх вершкових кутах повернені одна до одної угну­
тістю, в двох інших опуклістю. Такими кривими s Бернулієва 
лемніската і крива

у 2 =  х ‘г {х2 -|- і).
Розглянемо той випадок, кили (26) 

має рівні корені. Опріч точки звороту, 
про яку ми вже говорили і яка зветеся 
точкою звороту 1-го роду або рогови- 
стою (Keratoide, Hornspitze) — коли 
вітини кривої, що в ній збігаються, 
лежать по різні боки дотичної, — роз­
різняють ще т о ч к у  з в о р о т у  2-ГО 
р о д у  або д з ь о б о в и с т у  (ram- 
phoide, Schnabelspitze). Приклад такої 
точки дасть крива

т  (щ< — х-і‘ —  хь (а >- о, т  >  0 

Крива не має точок для ж< 0 .
Розв'язуючи відносно у, маємо



П е р ш а  в іт и н а

ay =  х

лає ординати більші за відповідні ординати параболі ау =  ,кг? 
ординати другої вітини

менші, але вони додатні при ж < т .  Отже обидві кітини, біля 
початку координат містяться вище осі ж-ів, яка в спільною 
дотичною для обох вітин. Справді

Ф =  0 , Фд =  — 4 хт(ау— Xі) — 5а;4 =  0, Ф у ~ 2атіау— х'1) ~=- О 
задовольняються при ж =  0, :г/ =  0. Рівнання дотичних

Легко можна бачити, що вже другі похідні для цієї точки 
не всі нулі

Ф"хх =  — 4тау -\- 12тхг =  0, Ф"ху =  — 4тааз; =  О,

Але опріч того тим самим умовам, тобто -зверх (2) та (25) 
вдовольняють ще й ціла низка інших точок, у яких крива до­
тикається сама себе (Beriihrungsknoten) — дві вітини кривої 
мають у спільній точці спільну дотичну. Ори цьому дві вітини 
кривої можуть мати різне взаємне розміщення.

На останку можна дати приклад такої кривої, що має 
дискримінант

Д =  Ф 'V  — Ф"хх Ф"УУ =  0
але точка (х, у) буде і зольована;  (приклад Тодгеатера) крива

а2 у2 =  х4(х2 — б2)
має точку (0 , 0 ) за подвійну, — бо для ж— о, у — 0

ф"уу =, 2« ~ Ф О, Ф"ху =  0, Ф",г =  — ЗОж1 +  12.x1 Ь1. 
Дискримінант Д в цій точці знищується.

* Виходить, що коли Д =  0, не завжди особлива точка є точкою звороту, 
і треба показати, яким детальнішим дослідом можна встановити наявність того 
або іншого типу особливої точки.

2 mayYi =  0.

але
Ф 'уу =  2а2ш /  0.

Ф'х =  — Ьхь 4ж8 Ь'1 --- 0, Ф'У =  2й2// =  0
але



Хай А — 0 в особливій точці (О, О) (випадки 4 ^ 0  ие викликають сумніву). 
Дві примі

Г ' х х  X і -Г 2 F " X y  X Y  +  F " , j y  Y *  =  0 

'зливаються І коли ї ї  узяти за вісь ж-ів рівняння (2) буде 

У~ +  ?а (х, у) +  - іі  (х, у) +  ...= ■  О,

де -ok{x, у) є сукупність членів виміру Ті. Підставимо у =  хи та поділимо все 
рівнання ка X і . Маємо

(29) Ф{х, и) ~  и* +  x'ss(l, и) -j- Xі 94(1, и) + . . .  =  0 .

Рівнання (2) взагалі містить член с х ґ , тому уз(1, 0) ф  0, початок координат 
б звичайна точка кривої Ф{х, и) ■= 0, існує таке значіння ж як і функція, що 
задовольняє (29) поблизу початку і головна його частина е

9з(К 0)
відкіля

и =  + {/ — ха-і (1, 0)
тобто _______

у — +  хУ — же3 (1, 0)
Маємо, очевидячки, точку звороту першого роду.
Але коли випадково член ех 3 є відсутній (цього не може бути в кривих 

5-го порядку), то (2) має вигляд:

у -  +  (Ьа X і у  +  с3 х у 2 +  d-i у 3) -j- (а* X і +  Ь і Х ї у  +  . . . )  +  ( а 5, х- 0.
В цім випадку (29) буде

( ? 4  +  Ьц и х  4 -  <х і  X s) 4 -  ( « з  ж 3 4 "  Ь-і х 3 и  4 -  с 3 х и 2) 4 - . . .  =  0.

У початку крива Ф(х, у) =  О має подвійну точку, якщо при тому

має корені уявні
(ЗО) гґ- +  bs их 4- а* ж2 =  0 

(тобто йз2 — 4«4 <  0),

то точка (0, 0) є ізольована точка кривої Ф(х, и) =  0, а тому також і на кри­
вій Fix, у) =  О вона буде точка ізольована.

Коли

рівнання (30) дає

де а, р —дійсні корені рівнання

64 — 4а і >  О,

U =  а х ,  U =  рЖ,

=  а і  =  G

ч е р е з  ц е  к р и в а
Fix, у) =  О

має дві вїтішн, що наближено визначаються параболами

у  =  аж2, у =  рж2

■64



які містяться по один або по різні боки осі ж-ів по тому,

чи <х; > 0  чи <  0, —

маьмо т о ч к у  с а м о д  о і  я к у.
Зрештою коли

i t  +  і>з н х  +  «4 ж 2
є повний квадрат тобто

b-t — 4cu — 0,
знову випадок став сумнівний. 

Коли
as 4  0

тобто

крива
Ф(х, ні =  0

мав в початку точку звороту першого роду

и — ах =  +  х ] / т х
відповідно для (2)

у  =  х \ а  + | /  тх)

дві пітник дотикаються в початку осі ж-ів і зупиняються в цій точці. Коли 
■ і 0. вони лежать поблизу початку з одного боку дотичної—, маймо точку 
звороту другого роду.

Найпростіший приклад
{:у  —  а х -)1 =  X s.

Коли ж крім цього ще й
а5 = 0,

знову випадок стає сумнівний для кривої
Ф{х, и) =  0

і його досліджується так само як вищі. Для альґебричної кривої цей рядок 
операцій неминуче закінчиться.

§ 26. Вплив елементарних особливостей на клясу кривої.

(П л ю к е р о в і ф о р м у л и )
Ми вже бачили, що клясу кривої можна визначити, як число 

точок перетину кривої з її першою полярою. Треба при цьому 
взяти на увагу число точок перетину, що вбирає спільна двом 
кривим точка, коли вона в особлива в тої або другої, або разом 
на обох, а саме, коли вона має к  — ту кратність на одній (тобто 
через цю точку проходять к  вітин кривої, дійсних або уявних) 
і І — ту на другій, то така точка еквівалента І . к  точкам пере­
тину, бо тут кожна з к  вітин першої кривої перетинає кожну



з І вітин другої кривої. Коли при тому криві в цій точці доти­
каються, тобто мають спільну отичну, то можна уявити собі, що 
в такій спільній ;точці злилися дві точки перетину, а тому до 
числа точок, що їх вбирає точка перетину, треба додати ще одну.

Буде дотична кратна, т.т. в ній 
зливаються дві, або більше дотич­
них. Тоді треба додавати дві, 
або більше, одиниць до числа то­
чок перетину.

Застосуймо ці поняття до 
вирахування класи кривої. Хай крива має в точці

М  =  (х, у, з)
вузлову точку. Візьмемо точку за початок, а дві відповідні 
дотичні за вісі координат. Рівяаиня кривої набере форми

F (x ty, z) =  zm~2 xy -p2«!^s« + ,,.

( и  — многочлен однорідний 3-го виміру відносно ж, у). Тому перша 
поляра має рівнаніш

X(y3«1- 2-j-Sw»-3«/;r+  . . , ) +  y(X£m- 2 +  Zm- su \  - f . . .) +
-j— Z  [xy (m — 2) [m — 3)зт ~ 4 u . . .]

або
0  — zm- % (Xy +  Yx) -f- zm~ 3(Xu '4 -j- Yu'у +  (m — 2} xy Z) +  . . .
Поляра проходить через початок координат, але має його за 

звичайну точку. Число точок її перетину з кривою, що вби­
рає вузлова точка, дорівнює 2. Пряма, що з’єднує довільну 
точку (X ,  У,  Z ) з вузловою, не є в суті 'дотична, тому її не 
треба враховувати коли підраховуємо число дотичних до кри­
вої з точки (X, У, Z). Отже п о д в і й н а  т о ч к а  (вузол, або ізо­
льована) з н и ж у є  к л я с у  к р и в о ї  н а  2.

Коли початок координат є точка звороту і відповідна д о т и ч н е  

є вісь Х-ік, рівнання кривої має вигляд
0  — F(x, у, з) =  sm~sx2-j--zm~su '+..., 

тому перша поляра е
0  =  X(2zm~ i x - i - s m- su,:B+ . . . ) + Y ( s m- s u'y-f . . . ) - f  

+  z  [(ОТ —  2) 2 Ш~ 3 X і  -f- , , . ] .

Вище члени відносно є є:
2 Х хгт~ г-f- гт- %(Хи'х -J- Yu'y -j- (от — 2) ж2 - |- , . .

ее



Початок в точка звичайна на першій подярі, відповідна дотична 
зливається з віссю Л'-ів, тобто з дотичною до заданої кривої 
в її точці звороту. Тому точка звороту мусить бути зарахована за

течкі перетину, тобто т о ч к а  з в о р о т у  з н и ж у є  ч и с л о  то­
ч о к  п е р е с і ч і  к р и в о ї  з ї ї  п е р ш о ю  й о л  я р о ю  на  3. 
Таким способом, к о л и  к р и в а  т -г о п о р я д к у ма є  d по д- 
в і й н и х  т о ч о к  і г  т о ч о к  з в о р о т у ,  то ї ї  к л а с а

п = = т (т  —  1) —  2d —  Зг . . . . . . . .  , (45)

Геесова крива проходить через особливі точки кривої.
Справді, це видно із її рівнання і в одноріднім і в неодно­

ріднім виді. Можна показати, що: в п о д в і й н і й  т о ч ц і  к р и- 
в о ї ї ї  Г е с с о в а  к р и в а  ма в  т а к о ж  п о д в і й н у  т о ч к у  
з т и м и  с а м е  д о т и ч н и м и .  Для цього, обчислимо для 
рівнання.

F (х, у, з) =  zm~'2xy  -j- с"1-3 w 4 * ... =  0

її  Гессову криву, обмеживши ВИТІТИми відносно z членами, тобто 
лижними в х, у:

г т ~ 3 и , ! + . . . ,  s ’" - 2 4 - . . . ( т  —  2і z m ~ % у  4 -  ■.

з т ~ 2 4 - . . - ,  з т ~ 3 щ г 4 - . . т е> Т +

( т  —  2 ) г т ~ 3 у  4 - . . . ,

(т —2)sm_ 3 х  Д-. . .  (т —2) (т — 3) sfa~ i xy.

=  s3"'- 8 ху[2(т  — 2)г — (т — 2) (т — 3)] -J-. .  .

=  s3m_s ху (гп — І) (??і — 2) -|—. . .

Отже Гессова крива проходить через подвійну точку і мав 
спільні дотичні і тому число відповідних точок перетину е

2 , 2 4 - 2  =  6.

Таким способом п о д в і й н а  т о ч к а  з н и ж у є  ч и с л о  то ­
ч о к  п е р е т и н у  н а  6.

2. На випадок точки звороту 1-го роду кривої

F  =  zm~ %x 2 4- s™- 3 и  4" ■. ■

М7



: 2 z m • • ■> S 'M' “3 « 1 2  . • 2  Х £ т ~ г { т   1 ) + . - -  \

| г ш~* s m~ 3 мг4 (те — 3) us sm~* + . . . ,  j _

і 2x z m _  3 ( m  —  2 }  , ;

і (то— (»*— 2) (to —  3)s'11-*as2 + . . !

=  фзш-и ^  ra —  2) (to —  3) —  4 (to —  y)2J х г (ax -j- by) + , . .  *)

Г е с е о в а  к р и в а  ма є  т у т  п о т р і й н у  т о ч к у  з д в о м а  
д о т и ч н и м и  з ч и с л а  т р ь о х ,  що  з л и л и с я  з д о т и ч ­
ною в т о ч ц і  з в о р о т у .  Точка звороту, виходить, еквіва­
лентна

2 . З +  2 =  8

точкам перетину і через це знижує число точок перегину 
на 8. Таким способом число і  точок перегину кривої з d вузло­
вими і г точками звороту дорівнює

і  — з т (т —  2) —  4 —  8г,

При тому звичайно ми виключаємо той випадок, коли Гес- 
сова крива зливається з самою кривою, — що можливо для кри­
вої 3-го порядку.

Справді візьмімо криву'

ж3 +  ©3 -j- бто хуг — О;
її Гессова крива

\ бж бтог Qmy | ж ms ту  j
Н  =  1 Qms 6 у Ш х =  63[ ms У тх |

йту б тх 6г І ту тх s  j

~  216 {xys  (і 2ш3} — т г (ж3 -f- у ь _|_ .-S'! \-г* )і =  0.
або

о і „ і - 2ш3 -f-1
J5® +  y s+ --------—з— щ *  ~  о.

Вона заливається з даною, коли

2 к г 3 - { -  1 =  —  б то3

■\) и  — саг -і- 3 Ш 2у  -f- 3аху'*  +  b y 3, m22 =  б(асс  +  by ) .

{■



та = 1

Приклади: 1. Крива
у'* — >' =  о

має особливу точку (0,0) як точку звороту. Гессова крива
24Жі/і =- 0

множник
Ж =  0

дає
У %2  =  0,

тобто
у =  о

((0,0) — особлива точка)
або

S  — 0  —

точка перегину на безконечності. Тут
<г =  0, 7 =  1, * =  3.3.1 — 8 = 1

точка перегину одна.
2. Декартів листок

# 8 +  у3 — балуг 0. (0,0) — вузлова точка. 
Гессова крива:

Точки перегину
■ (У‘й'\оуг =  О,

г =  0, /■3-L Г
дві уявних, одна дійсна, усі на безконечно далекій прямій.

Дуальні міркування. Тангенціальне рівнання кривої.

Криву можна розглядати, не тільки як геометричне місце 
точок, а через те що вона має в кожній точці дотичну, і як 
многокутник з безконечно великим числом безконечно-малих 
боків, до кожного з яких послідовно прилягає рухома пряма.

Взявши рівнання рухомої прямої

матимемо,
Г =  и Х  -}- v

v ~ y  — X dy
dx

Із двох рівнань з допомогою рівнання кривої
У — № )

№



виключимо параметр х, тоді дістанемо рівяання
f {u ,  v) —■ О

степеня п, коли крива порядку т і класи п. Серед дотичних 
(—їх S) цікаві п о д в і й н і ,  що мають дві точки дотику і дотичаі 
звороту, (р =  і) де ці точки зливаються і пряма мав дотик
2-го порядку, тобто буде дотичною в точці перегину (дотич­
ною звороту),^ Міркування |й доводи аналогічні з попередніми, 
дали б

т п(п — і) — 26 — Зр 

г =  3 п(п  — 2)—бо — 8р.

Разом із двома першими, це е повна система Плюкеровкх 
формул. При альґебричному розв’язанні й підрахунку треба 
завжди мати на увазі не лише дійсні точки, а й уявні.

Т а н ґ е н ц і я л ь н е  р і в н а и н я  к р и в о ї  б таке співвідно­
шення поміж коефіцієнтами точкового рівняння прямої, яке ви­
значає, що пряма дотикається кривої. Візьмімо рівяання прямої 
в однорідній формі

U X  - f -  VI/  +  102 ~  0.

Коли X, у, Z, змінюються, це є рівняння прямої в однорідних 
точкових координатах; и, -v, w мусять бути задані аж до спіль­
ного множника. Навпаки, коли задано х, у, %, рівняння

UX +  І'У W2 =  О
в умова того, що пряма (и, г, гс) проходить через цю точку 
(х, у, s), — це е танґенціяльне „рівнання точки".

Дотичну до кривої
Fix, у , г ) ~  О

можна записати
X F ‘x  +  Y F ' y  +  Z F ' S =  о.

Вона зливається з прямою

коли
ux-\-vy гог —  О 

о. и  —  jF 'x ,  о .  V —  F ' y , о. т  = ■  Я'*.

Приклад: півкубічна параболя
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звідсіль

ї ! = ( “ { « )  > yz =  4j-°v, y =  {otc)<

За допомогою рівнання кривої

± f v \ / w  і ги ^ \
° V 2 31/3 J ~

Тобто

§ 17. Потрійні і взагалі кратні точки.

Коли не лише обидві перші похідні, а я  усі три другі по­
хідні для точки кривої

F{x, у) =  0 (2)
разом дорівнюють нулеві, тобто

Л* =  0, **„ =  0,
F"xx =  o, /-'■/,- о ,  -Р"„* =  0,

то за допомогою рівнання (23) § П уже не можна визначати 

для відповідної точки <~ .  Тоді беремо третю повну дохідну

F ' \ xx +  $Flf/xxyi/ +BF/"xxy2y>2 +  / " .TO/ S +
+  З { F "xy +  y ' F ' , y)y "  +  Г уУ'" =  0.

Завдяки попереднім рівнанням, цей вираз зводиться до рівнання
3-го етепення для у'

І т * х » ~  зF ,"xxyy l +  3F '" ayytf*  +  F " y m if* 0 (27)

яке може визначати напрям 3-х дотичних у такій точці; вона 
зветься п о т р і й н о ю  точкою, коли не всі три треті похідні 
е нулі. ІУ рівнання 3-го степеня з реальними коефіцієнтами 
завжди один з коренів буде дійсний. Можуть трапитися ви­
падки: 1) всі три корені дійсні й різні; приклад

Xі - (х2 — у 2) у
(Чезаро, т. 2, ст. из); 2) два корені зливаються; приклад — пря­
мий дволнснзк:

{Xі -f- у2)2 — аху2 —  О,
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3) всі корені рівні; приклад цисоїда параболі

(хг 4- !f)lj2 — 2рхг — О,

4) два корені уявні, — приклад

уг -(- Вх2у  -|- г'5 “  °>

точка (0,0) е ізольована точка, що припадає на саму криву. 
Рівнання (27) призводить до

Але, звичайно, кожна з цих точок може утворювати різні типи, 
подібно до того, як це показано для подвійних точок (порівняй: 
Плюккер — Theorie der algebraischen Kurveu).

Коли для особливої точки всі треті похідні дорівнюють ну­
леві, а четверті не всі нулі, то маємо четверну точку і взагалі* 
коли для точки кривої стають нулями всі похідні порядків 
{т — і) і нижче, а дохідні ш-го порядку не всі нулі, то маємо 
то-кратну точку. В ній крива має т дотичних, деякі з них 
можуть і зливатися. Так, чотирилисник вінчик

(ж2 -f- y*)s — 4аж2?/2 =  о

мав в початку координат четвірну точку; також

х ь ~\-уй — міх2 у- *= 0.

В зв'язку з цим виникає питання про число п о д в і й н и х  т о ­

ч о к ,  яким ця вища особливість еквівалентна. Так, коли всі три 
дотичні злилися, то маємо Spitz punkt, або точку затуплення. 

.В такій точці кривої зливаються дві точки звороту і одна ву­
злова точка. Коли всі дотичні к — кратної точки різні, то вона 
еквівалентна

к(к -  і 
2

подвійним точкам.

§ 18. Поняття про рід кривої (дефект).

Число особливих точок кривої m -то порядку не може пере­
вищувати певної границі, власне

(т — і )(т — 2)
о (28)



т о ч к у  б ільш е, напр .
(т — і)(те— 2) ,

2 Г 1

то через ці точки і ще через т — З інших довільно взятих, то­
чок на кривій,—разом

(т — 2)(m-b 1)
9

можна було б провести криву порядку т  — 2 (бо це вимагає 
виконання власно

(та — 1)(т — 2)
У

умов), яка мала б, виходить, з даною кривою
{т — 1 )(та — 2) +  2■ +  т — 3 == т(т — 2) Д -1

спільних точок. Але дві криві порядку т і  т — 2, що не роз­
падаються, можуть мати лише т{т — 2 )  спільних точок, к о л е  

вони не зливаються. Виходить, що (28) в максимальне число 
особливих точок, що їх може мати крива то-і'о порядку. Різ­
ниця між цим найбільшим числом і між числом точок, що 
справді існують на кривій, зветься д е ф е к т о м  (Cayley) або 
р о д о м  (Clebseh etc.) кривої:

(т — 1 )(т — 2) ■ сі — г (29)

Число це є їазаріянтне при цілій низці перетворень: проек­
тивному, кремоновому, дуальному і т. і.

Для кривої 2-го порядку то =  2, тому р  =  0; для кривої 
з-го порядку то — 3, тому

р — 1 — d — г.

Крива 3-го порядку має рід о, коли c f = i ,  або г — і і р ~  і 
коли d = Q  — r. В першому випадку

п =  3.2 — 2 — 4,
в другому

п  =  3.2 —  3 =  3, 

» =  3.2 =  6.
ь третьому 

Із формул
т — п{п—  і) — 22 — Зр

знаючи та, п та р ми обчислимо відповідне значення для §.



Для порівняння маємо ось яку таблицю можливих випадків 
для т =  З,

d  і г п  ! р = І

і

б V

1 0
І

1

і ; 3 0 0

0 j 1
і

" \ ....  ^

3 ; 1
{

0 0
]

0 ; 0
1

б  9
і

0 і

§ 19. Унікурсальні криві.

Таким способом крива 3-го порядку може бути або роду О 
або 1.

Коли вона має особливу точку (більше за одну вона їх мати 
не може), то р =  0. Тоді координати її можна визначити, як ра­
ціональні функції її параметра. Справді, нехай (0,0) е особлива 
точка. В рівнанні кривої мусять бути відсутні члени 0-го 
й 1-го степеня; воно мусить бути

а о х* +  Зої х- у  -(- За2 XIIі +  а3 у8 +  h  & +  ху +  Ь2уі — 0.

Припустімо, що y — xt  І поділимо все рівняння на Xі.
Звідкіль

______ftp Ч~ t -j- b<i -j- tl
' ЙО +  Зії ї t -p 3a2 t9 4- ff; Iі

_  (bn-\-2bit-{-lx. t2)t
^ ~  a0 -j- Зйц t +  3a-> Iі я3 tH ‘

К р и в а  3-го п о р я д к у  з о с о б л и в о ю  т о ч к о ю  е к р и в а  
у н і к у р е а л ь н а .  Цікаво подивитися, що буде в загальному 
випадку. Виходить справді, що криві роду 0 унікурсальні 
і навпаки, коли х, у визначається раціонально через t, то крива 
мав рід 0. Підемо слідом за A. Clebsch'oM саме за його ІІЬег 
diejenigen ebenen Curven, deren Coordinaten rationale Functionen 
eines Parameters sind (Orelle B. 64, s. 43—65).

Хай криву в однорідних координатах визначено в пара­
метричній формі рівняннями

X, =  /*(>., у ) Ю “  1, 2, 3)
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де ft однорідні, цілі, порядку т функції однорідних змінних X, р., 
що не мають спільного множника (1 нехай не можна вибрати 
двох цілих раціональних і однорідних функцій від X, ц так, 
щоб відбулося зниження порядку).

Кожній точці ос нехай відповідає взагалі одне значення хц. 
Ми можемо стверджувати: і) Ця крива є порядку т ;  справді, 
вона зустрічає довільну пряму

їі, X j Ї12 Х% —j™ H z X s  '==~ 0 т- . . . . . .  , (31)

в m точках, відповідно до яких значення >-Ді визначаються 
рівнанням

Mi /і(Х, д) +  Ма f-iiK р) +  гін /з(Х, р) =  0 .................. (32).

2) Умовою того, щоб пряма (Зі) дотикалася кривої (ЗО) е 
умова, щоб (32) мало подвійний кочень і щоб дискримінант 
(32) дорюввював 0.

Цей дискримінант ми дістанемо, якщо виключимо х/,* із 
рівнань

Уц dfi
8k ■ І І2

Of* ' It з dfi
dX -0, Ulf + U2f  +  Usdf*op ор­ ду 0̂ (33)

СТЄІІСБІВ (m — 1 ) - Г 0  В ІД Н О С Н О  X/u і першого відносно U i .  Звідсіль, 
за відомою теоремою, дискримінант відносно щ  є степеня

і .{ти — і) і . [т — і) =  2(т — 1).

Отож крива (ЗО) взагалі клясп 2(т— і), що показує на зниження 
кляси на (т — — 2), тобто рід кривої р  =  0.

§ 20. Особливі точки за параметричної форми рїзнання кривої.

Досі ми припускали, що рівнання кривої задане в формі

F(X, У) =  0.

Коли криву задано рівняннями в параметричній формі, то її 
особливі точки можна знайти двома засобами.

1) Т о ч к а  з в о р о т у .  Кутовий коефицієнт дотичної набуває 
невизнгліеної форми:

(Ту . ± ( t 
0 V

бо -°°\оо І /
75



Цисоїда
Приклад:

х  =  2а s:nu t, у  ~  2а sin31 
cos t

%' =  4a sin t . cos t, y' =  2a Si:i- ti 1 — 2 cos* t)
cos21

У мов и
x' =  0, у' =  0

задовольняються коли t ~  0.
При тому

у '  __ і sin t \  1 2 COS2 £)
ж' 2  COS3 t

мав значіння —0.
Маємо точку звороту першого роду.

2) Кардіоїда

Маємо

Приклад:

х  =  2а cos21 — 2а cos t 

у 2а sin і cos і — 2а sin t.

х! як — 2 sin 21 -4- 2а sin t, у' — 2а cos 21 — 2а cos і.

Мусить бути
sin£-=0, cos 2£ — cos£ =  0,

тобто
£ =  0 .

Тоді
Ж =  0, у =  о —

точка звороту.
2) Подвійна точка, як перетин двох різних вітин, нічим не 

відрізняється на кожній вітині від звичайної точки, але при 
двох різних значеннях параметра можна мати однакові зна­
чення координат.

Приклад:

1.

Точку

дістанемо:

За£ з at'2
Х ~  1 +  , У ~  1 + £ 3 *

X =  0, у ~  О

а) при t =  О, Ь) при t =  оо,
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цьому відповідає і двоє значень

djу 21 —- Р
dx 1— 21*'

Власне

/ dy \  _ ;' dy \  , dx \{-Mr— ] = 0 ,1-— - )  = с с (а л е  — ) = 1V dx J u \  dx Jcc, ' ^ dy j
Приклад: 2. Строфоїда

2atl at — ats
x  * =  ~ т - т - г т г ; У  ■і - f  t* ’ 1 4- 1 - '

Особливу точку (—-a, 0) маємо при двох значеннях параметри

і - +  1.
Справді

у — 0 при г' — 0, t2 — l.

Перше дає х — 0, а другі одннаково х — — а.

§ 21, Особливі точки трансцендентних кривих.

Коли ми звернемося до трансцендентних кривих, то ми в них 
також зустрінемо такі самі особливості, як і в альґебричних 
кривих, але цих особливостей м о ж е б у т и  б е з к о н е ч н е  
ч и с л о ,

Принлад:
1. Циклоїда

x  — aKt — sin £), у — а( 1 — cost).
Умови:

у' — о, х' — о
дають

a sin t =  0, a(l — cos t) — 0

обоє щ -рівнання справджуються при

dy
dx

t — 2 k-(k

Mi­
x'

;0 +  l ■ 
sin t

cos t ■■ ctg
4

став о с ,  але
dx
dy

для значіння t — 2/ск отав 0.



Відтинок, що відрізає дотична на вісі а>ів.

% —  у  ^~ =  a{t —  sin t —  (1 —  COS t) t g  Va) —  a 2tg -y j.

При t =  2kz дорівнює 2 km.
Отже точки (2kr.a,0) в точки звороту, що мають за дотичні, 

прямі х — 2km.

Приклад: 2. Безконечно велике число особливих точок — 
подвійних, вузлів має епіциклоїда, коли п — відношення радію- 
сів — є число іраціональне.

Приклад: з. Крива
у1 —  х sin2 х =  О

має в кожній точці {кк, 0) особливу точку, причому для к ці­
лого і відомчого ізольовану, при к — 0 точку звороту, для 
цілого й лодатнього — в узол. Справді рівнания

/ *  ~  — sin X (sin X 4 -  27і COS X) =  0, f u *=2^ =  0

задовольняються для цих точок:
f  'х* — і— 2 sin2 X — 2а? COS 2x)x°-k~ — — 2к~, f'xy — о, f  уу =  2,

тобто 2у'3 — 2 к~, у' +  }/ Тль
Також к р а т н і с т ь  особливої точки, т.т. число дотичних 

у  ній до кривої м о ж е б у ти  б е з к о н е ч н о  з о л и  к е.
Приклад -Mangoldt). Початок координат буде особливою точ­

кою для кривої

Ю аг cos (я -{~l)t— COS t, У sss ЗІП (« -{-1)£ — Sill t
при а дійсному і іраціональному; справді

X =  0, у == о
При

Кожному з цих значень 
фін,-єні?, дотичної

Ф/
Же =

відповідає своє значення кутового кое-

гх —j— 1 ,co s---------- ■ 2 /lt: ■

З рештою у трансцендентних кривих з’являються особливості, 
до яких немає подібних в альґебричних кривих. Такими будуть:
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1) Т о ч к а  з у п и н к и  (point d’arrgt): вітина кривої в такій 
топці закінчується, і досить мале коло, описане з точки, як 
з центру, зустрічає криву лише в од­
ній точці. Такою точкою буде (0,0) для 
кривої

“ І - 1у  =  е * аоо у  =  -----^ - iog X
Цей гарний приклад point cTarret (точки 
зупинки) подано в курсі Сії. Sturm ’a 
Т. 1 ОТ. 283, 1857 р.; при

х  =  1, log ж — о
виходить у  =  оо при тому +  со;

Звідсіль
у'- x ( \ g x ) у

2 +  lg х

ари

тобто

1ІШ ( ---) — Ііш (a?lg£F)= 0, / ч О
!Е_>1 \ У J  J

[ g x =  —  2, 

х  =  е~ 2 =  0 ,1 3 5 4 ...

Початок (0,0) належить кривій, якої вітина тут закінчується.

Вона має в точці М -

гочку перегину.
2) Т о ч к а  з л а м у  (point saillant): дотичних у точці дві, 

але це не вузол — функція f i x )  в рівнанні

У
}

y —  f(x)
така, що її ліва і права похідні —

Ііш f { a  +  h) —  f { a )
А ->  + 0 h

різні при h від’ємному та при h 
додатньому.

Приклад:
„г

1. У =  :
і

19



1

коли додати умову f  (0) =  0, то

f W —f(Q)
h L

і - f  e?t

яри h від’ємному і такому, що йде до О,

lim ]- , lim 1eh = 0 ,
— о 0 L 

1 + е "
при додатньому і такому, що наближається до О 

lim ~ lim і
h —̂  О -І- 3 1-1 -\-еп

=  0

у  =  а агс tg -  - , [ (о) =  О,X
Приклад. 2, 

Т оді,
, , 1 f (7і) — f  (0) (  1

f ( k )  ~ h a rc  > ь  =  агс l ")7

lim f ( h ) - f ( Q )
— o h

h

к lim f[h) -/(0) 
2 ’ + 0  ' ii

тс
T

а. Т о ч к а  р а з д в о є н н я .  (Винайшов її сліпий фізик ГІлято).
Вітина кривої, дійшовши до цієї точ­
ки, надалі роздвоюється. Ми матимемо 
приклад такої точки, коли візьмемо 
рівнання кривої, що мав в (0, 0) ву­
зол; напр. Декартів листок, і кривої 
з точкою зупинки, напр.

Збудуємо криву, якої Е.ордината до­
рівнювала б різниці ординат цих 
кривих. Отже з

ж3 У3 — 3аху ~ 0  і у =  е 'х
матимемо криву



§ 22. Довжина дуги плоскої кривої. Елемент дуги.

Інтуїтивне поняття про довжину дуги кривої можна мати, 
коли уявити собі гнучку, не розтяжну нитку, яка набула 
форми якоїсь кривої лінії. Якщо натягти що нитку, матимемо 
пряму, довжина якої і е довжина кривої. Тому — і взагалі — 
визначення довжини дуги зветься її спрямленням (ректифікація). 
Визначення довжини дуги кривих вимагає завести поняття про 
інтеґралю і тому стосується до інтеґрального числення. Тут 
треба дати лише уявлення про нього.

Хай АВ  (рис, 33) дуга 
кривої

y =  f{x)  (1)

на якій немає особливих 
точок і точок перегину, 
і яка має в кожній точці 
визначену дотичну. Про­
вівши на кінцях дуги до­
тичні, матимемо ламану лі­
нію ЛЕВ, а сполучивши 
кінці дуги прямою — хорду 
АВ, Очевидно, що АЕ-\~ЕВ >  АВ.

Візьмімо проміж і  і В на, дузі точку С і сполучімо її прямими 
з А  та В. Тоді ламана ABC більша за пряму АВ, але, як обве­
дена, менша від ламаної АЕВ, тобто

А В < _ А С +  С В < А Е - \-Е В ,

Поділяючи знову дуги АС  та ВС і точки поділу сполуча­
ючи з А і С, з С і В, ді станемо нову ламану, якої периметр буде 
більший за периметр попередньої ламаної і менший за

АЕ  -f  ЕВ.

Продовжуючи цю операцію далі і вимірюючи щоразу периметри 
ламаних, ми дістанемо безконечний ряд додатніх чисел:

•■= АВ, Si =  А С -ц СВ, . . . .  
при тому висхідних, тобто

<  S ;  <  S* <  S-6 <  .  . .  .

SI



але всі вонн залишаються менші від певного сталого числа, міри

A E A -F B

і другий ряд додатнії чисел

S o > S i > S a> S s > . . . .

спадних, але всі вони більші за АВ  і Si — $і

Де
So =  B E  +  EAiSt = B F  +  FQ-\-GA  і т. д.

прямує до нуля. Ці ряди мусять мати спільну границю, яка 
зветься д о в ж и н о ю  д у г и  АВ. Остання е при цьому границею 
вписаного многокутника, число боків якого (безконечно зростав, 
і кожний бік безконечно зменшується:

8 =  lim Е у ' (ігі+1 —ау)'г+  {y i+l — у*)2 
якщо зазначити через {Хі ,уА і (агі+1,^ і+1)
координати двох сусідніх точок поділу. Цей вира-з можна пере 
писати, позначивши

Довжина дуги

що пишемо

Х і + і —  х і  =  Лад.

коли ця границя існує. Коли крива в кожній своїй точці мав 
дотичну, довжина дуги завжди існує.

Окремий бік ламаної, окремий доданок цієї суми і зветься 
елементом дуги і позначається через as. Коли взяти до уваги, 
що кінці цієї безконечно малої хорди мають координати, що 
відрізняються від х, у  па, dx і ау , то

a s 3 =  сїг2 Ц- і(у2 (S i).

Якщо взяти початок А дуги визначений, а вінець В  зміню­
вати, то буде змінюватися і довжина дуги

3 =  ф(х}, ( З о )



Виходить, що навпаки ж, а звідціль з рівнання кривої і у  можна 
розглядати, як функції довжини дуги s:

я — ’f {S), у  =  4 (s).
Такий вибір допоміжного незалежного змінного іноді буває 

досить корисний.
Щояс до самого визначення виду функції Ф(х) залежне 

від (1), то це належить до інтегрального числення. Тут досить 
сказати, що через (34) і тому, що за означенням похідна від 
інтеґралі в підінтеґральна функція, Ф(х) є такою, що;

Ф Щ  ~
ds _
ї х  }/ (36),

За допомогою цієї останньо! формули можна вирішити [пи­
тання, що має значення при обчисленні довжини некрутнх дуг 
(особливо в геодезії), норівн, § 24.

§ 23. Елемент дуги в полярних координатах.

Коли криву задано рівнянням у полярних координатах, 
маємо

Але

MX ~  / sin Дві r( 1

ММ* =-МХ: 4 -ХМ'*

1.2

M 'N ^  М'О — ON— г -ц Аг —
—  r cos ДО

— Аг-\-г(і — cos Д6) =  ДО -{-

, „ • ..д6+  2r sin- —•

1

Отже

М Х =  г(А0 —  ~  Д6Ч- ■ • • )•

М'М* =  г"-АЬ-() — ДУ!! +  { Аг +  2г Х и:^ ' '
\ L

тому головна частина цього виразу, тобто

fee

ds* — гг dб3 ~f d r4,



якщо зразу ж написати dr і dQ замість Sr і Д9. До того самого 
результату прийдемо і заміною змінних: поклавши

матимемо

звідкіль

x ~ r m s b ,  y =  rs in e  

dr  =  — r  sin 9 db Д- cos 6 <£r 

dy — r cos 9 <f6 Д- sin 6 efr 

tfe2 =  -j- tfy2 =  r2 db2 Д- dr2.

§ 24. Різниця проміж дуго'ю та хордою для конечних дуг.

Коли х  абциса початку дуги, х  -f- Sx  — абсциса кінця, то

s =  Ф(ж 4- Sx)—Ф(х)

АВ  =  І =^{/Джа +  Sy2

довжина дуги 

а хорда

: Sx

Але за Тейлоровим рядом

/  » + ^ v^Аж у

Ф(х +  Sx) — Ф(х) =  Ф’(ж) S x 4- Д- Ф"(ж) Джа 4- —■ Дж3 -р ..2 6

(ми обмежуємося 3-м степенем), де

ф'(х) =  у 'і  4- у'2, Ф"(ж) =  г т = = = ,  Фші,х) =  -  2 " Ь ' С1 +  у ‘)
(1 4- У'а)7*

З другого боку

Sy  =  у' Дж 4 -  Y  у" Дж2 -j- -І- у"' Дж8 4-.

тому

і4 -^ у '4 - - і-у " Д ж 4 -у  у'"Джа-}-.. 

в розгортанні ми теж обмежилися 3-м степенем; виноеячк

У Т + у ^
спільним множником, маємо

( - д ^ Г + ^ f . + j ^ t o + X ( I ^ _ ± V !) 4^ + . . .  j' -
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Вираз у дужках матиме тепер вид

(і -)- s)xj2

і до нього можна застосувати розгортання в степеневий ряд 
за формулою бінома

І — Дос|/1 -f- уп у'ч" . і 4у' у -)- З?/'2 ДсД.і: —

1 У'гУ"%
8 ( 1 + 2 / )

Джг

В цьому розгортанні ми взяли в дужках лише члени степе­
нів 1-го та 2-го відносно Ах, решта ж членів, що сюди не впи­
сано, мають члени з Дж3, Дж4

і т. д. і тому їх можна випустити.

Отже

• Аж3 1 4угу'"±3у":і 
24 s

+- у"-

з точністю до безконечно малих 3-го порядку включно. 
Взявши різницю, матимемо після злуки членів

As — 1-.
і/'а

■ Дж3.24 (1 -+ У'^У

Цю формулу можна переписати, помноживши чисельника 
й знаменника на

(і
зваживши на те, що _____

Д ж } / 1  - f -  ;2/ ' й

можна взяти за головну частину Дs, тобто за ds, дістанемо:

As — 2 = У‘і»»

Множником при

стоїть квадрат виразу

24' U -+рл+

ds3

■dss.

24

Г
(і +  *'*)*/■
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який, як побачимо далі, зветься м і р о ю  к р и в и н и  і зазна­
чається

Отож різниця між дугою й хордою
_ 1 d s s
~ 2 4 ~  B s

Ця формула показув, що замінювати дугу хордою ми мали 
то більше права, що менша міра кривини, т.т. що менш крута 
буде дуга — бо головна частина припущеної помилки, яку мк 
обчислили, зворотньо пропорційна квадратові радіюса кривини.

Із кіл, що дотикаються в одній і тій самій точці до якоїсь 
прямої, те коло найдужче прилягає до прямої, яке має найбіль­
ший радіюс і що радіюс менший, то дужчий відхид.

кола і радіюсом цього кола можна, до деякої міри, характери­
зувати криву. Але, коли зближати точки А,  В  і С, то радіюс 
буде змінюватися, і тоді граничне його значіння, коли 4 ,  В  і С 
зливаються, й можна вважати за характеристичну для кривини 
кривої величину.

Зручніше, однак, цей перехід до границі зробити не вжи­
ваючи початкового кола, що проходить через три точки кривої. 
Звернімось до рис. 35 і на різних колах від точки М  відкла­
дімо однакової довжини дугу

-^-{й — радіюс кривини).

§ 25. Кривина кривої. Радіюс кривини.

Рис. 35.

f

Тому можна взяти за 
міру кривини дуги кола, 
величину зворотню де 
його радіюса. Одначе, та­
кого визначення не можна 
поширити на інші криві, 
що не мають взагалі ні­
чого с х о яг о г о з р а ­
д і ю е о м к о л а .  Можна, 
безперечно, взяти неве­
личку дугу кривої і на 
ній три точки А ,  В , Cs 
провести через них дугу

8§



Коли а, а', а",. . .  центральні кути, що стягаються цими ду­
гами і г, т', г " ,. .  . відповідні радіюси, то

що
S — a r ~ a 'r '  — a"r, =

1 a 1 of 1 _ a"
v" 8 ’ v"~

т.т. за міру кривини в колі можна взяти відношення до дуги 
того центрального кута, який ця дуга стягає. Помітивши, крім 
того, що цей кут дорівнює кутові між дотичними до кола на 
кінцях дуги, можна взяти за міру кривини дуги кола також 
в і д н о ш е н н я  к у т а  п р о м і ж  д о т и ч н и м и  в ї ї  к і н ц я х  
д о  ї ї  д о в ж и н и .  Таке визначення можна безпосередньо засто­
сувати до будь-якої кривої, що має дотичну, зваживши лише 
при цьому на те, що при зміні величини дуги в колі це відно­
шення стале (воно постійно зворотне до радіюеа). Але в усякої 
дуги кривої, що відрізняється від кола, це відношення буде 
змінюватися зі зміною величини дуги і її положення на кри-

Евій. Тому відношення --- J-S (pnc. 36) будемо звати с є р е д н ь ю
'  A jD

м і р о ю  к р и в и н и  дуги кривої АВ, а границю, до якої йде це 
відношення, коли В  йде до А, с п р а в ж н ь о ю  м і р о ю  к р и ­
в и н и  (або просто мірою кривини) кривої в точці А ■ Кут Е  між 
дотичними в точках А і В  зветься к у т о м  с у м і ж н о е т и .

О т ж е  м і р о ю  к р и в и н и  
к р и в о ї  Б точці А з в е т ь с я  
г р а н и ц я  в і д н о ш е н н я  
к у та  с умі жноет и  до ду ги  
к р и в о ї ,  що п р и л я г а в  до 
ц і є ї  т о ч к и  і я к а  в і д п о ­
в і д а є  ц і й  т о ч ц і .

Величина зворотна до міри 
кривини зветься р а д і ю с о м  
к р и в и н и .  Далі ми побачимо, 
що це справді є радіюс кола, що проходить через три безко­
нечно близькі точки кривої. Щоб знайти аналітичний вираз 
міри й радіюеа кривини кривої, зауважимо, що кут суміжноети 
da  — диференціяд кута дотичної з осею ЛЧв і через це кривина

da dsK ~ —r , a R ~ —r  ds da ds — R da
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але

отже
a~% TGigyf,

у" dx

тому
иа а лі щ у  j у,,г - 

£> — 1/ 1 4 . 4 2  $х - У dx  _

і +  уг* 

(1 +y'*)>hх f. і у у ах .  ̂ ^,2
У"

Д о в е д і м о ,  щ о д в і  с у с і д н і  н о р м а л і  п е р е т и н а ю т ь с я  
в т о ч ц і  О, я к о ї  в і д д а л ь  в і д  т о ч к и  к р и в о ї  д о р і в н ю є  
р а д і ю с о в і  к р и в и н и .  Справді, нормаля, безконечно близька до 

/ ( Y  — у ) + ( Х — ж) =  0,

8 ( / - / / '  dx ){Y — у  — y 'd x ) - \ - (X — х  — d x ) ~  0.

Точка їх пересічі визначиться 1-м рівнанням і рівнянням

І +  У'*у " ( Г —  у) +  (1 +  у'2) =  0 

і тому за 1-м
X — х =  — у

У ~ у -  

+  Уп

У

З рештою

R 2 -  ] / ( X ~ x f R R ( Y - - W = ±

Точка С називається центром кривини. Вона лежить на вну­
трішній нормалі. Подвійний знак відповідав двом напрямам 
нормалі. Умовмося вважати за  д о д а т н і й  н а п р я м  н о р м а л і ,  
той напрям, що матимемо з додатнього напряму дотичної після 
повертання її на прямий кут у д о д а т н ь о м у  напрямі. Коли 
радіюс кривини відкладається в додатньому напрямі нормалі, 
то він додатній, коли у від’ємному, то — від’ємний.

§ 26. Формула радіюса кривини в параметричній формі та в по­
лярних координатах.

За параметричної форми рівнання кривої
a-— a r c t g - ^Xі

тому
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отже
„ , (а ^ + ? /» г
Л І  х'у" — 2/'ж"

Зокрема, коли за незалежне змінне взяти дугу 
х й4 - у'~ — і, ж4/' +  у'р" — О,

(ж';у" —- ^'ж")2 =  (ж'2 +  ,?/ 3}(ж"ї-|-.уг") — (ж'ж" +  у ’у”)1 S3 (х"2 -4 у"2), 
виходить, що в цьому випадку

-l t = ± V ^ i + r i .
В и р а з  д л я  р а д і ю е а  к р и в и н и  в п о л я р н и х  к о о р- 

д и н а т а х .
Коли криву задано рівнанням у полярних координатах {у, 6), 

то к у т  с у м і ж н о с т и  д о р і в н ю є  п р и р о с т о в і  к у т а  д о ­
т и ч н о ї  з п о л я р н о ю  в і с с ю,  а цей останній дорівнює сумі 
$4-ф.

де ф =  arctg дрфдив. § 
Отже

Е  ‘==- d% ;=  УЬ —І*- d<p

6).

і В- ds

але
ds — (?0/

$Ь "І-  city

db-\-dty =  db-\-d  a rc tg —т

Отже

r*
ty/%_‘}л,}*г*

— del 1 4 -
у»4 - j- 2^^ -

r 2-f~ r>/ 2

(У- 4 - /* ) /»
^  1 уй | ■ 2 / __,

X

§ 27. А. Приклади. Застосований до кривих 2-го порядку.

1 . Е л і п с а .  Візмімо рівяання в параметричній формі 
ж =  a cos t, y  — b sin t.

Тоді
x ,% +  y n — a% sin* t -j- b'! cos* t —- //* -(- (a2 — 6*) sin* t

x'y" — y'xf — ab. R =  1 (ft2 -f- (®2 — &3) sinQ/O
so



, ж Зх
Найбільше його значення буде при 1 ™ чу > чу

=  ^О
в двох вершинах-кінцях малої осі, найменше при t  —  о,

Я2 =  — а
в двох вершинах-кінцях великої осі. [Можна дати для цих точок 
просту побудову. У вершинах (рис. 38) А, В, А', В' проведімо дотич­
ні, що утворять прямокутник EFHG. На його діягоналю GF, що

не проходить через Е, спу­
скаємо з Е  перпендикуляр, 
що перетне осі еліпси в точ­
ках Сі і С2, які й дають шу­
кані радію си. Справді, з по- 
дібности АСіЕА оо AEGF:

2 а  а  г  г

Рис. 38.

ь
АСіВЕ ~  AEGF:

С 2В  2  а  а?----” — Г̂Г • « О 241 — -~г 'а 26 Ь ■■Ви

Порівнявши знайдений для R  елипеи вираз із найденим 
у  § 5 прик. З, виразом для нормалі N ,  маємо

a*N 3 _  N s
-aЯ: Ь* р 3

2 Можна помітити, що ця остання властивість належить 
усім конічним січенням.

Справді, взявши рівняння конічного січення в формі
у % — 2р х  -f- qx*

(  ■» для еліпси q - -  —  , для гіперболі з =  + — ) маємо:
 ̂ й й ]
уу' = р + <1%, у  у" + » ' * = ? •  уЧуу" 4- у'*) — (уу')г= — р2=у* у"

Лтз =  ^3(1 -\-у'г)~

Але

і виходить, що
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тому,
R-.

p *
3) В полярних координатах фігурує кут ф (див. §6)

1 d r_  dlogr 
r  dQ ~eotg ф №

Коли рівнання конічного січення взяти 
р  __ ..X.., esin6: -------- —---- . ТО COtg ф =  — -------- =

1 4-е cos 0 т 1 4-е cos Є
_ yesinB __yj / l  +-f

р р
(бо у для двох систем координат з початком в А і В F  рдина- 
кобє). Зваживши ж на те, що

y iy ' z  =  (р 4- q x f  =  J32 4- q (2 p x  +  q x *) =  рг +  ду*
маємо

N2 = р а +  (з +  1)Уг ̂ Р а(і +  cotg2 ф): sm 2 ф sia ф
тому

або

Р
sin3 ф

я ~ £ гйіШф

Звідсіль, якщо знаємо фо­
кус конічного січення, можна 
збудувати радіюс кривини.
Коли N — точка зустрічі з ОХ 
нормалі в М (рис. 39), JF — фо­
кус, то

Проводимо NQ Jj М Т  дотичній до зустрічі в $  з M F  і QO J_ M F  
до зустрічі (Ряс. 39) з нормалею.

M N  N MQ NMQ-.
sin NMQ

»  в о - 4 а _ ^ . _ л
sm ф ’ й т ф  smaf(i

§ 28. Продовження прикладів. Поняття про внутрішнє рівнання кривої.

і) Л а н ц ю г о в а  або п р о в и с н а  л і н і я
® ,  _*

&а ~Те ву  =  а -----  -----
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Тут
X

еа —  е V
Звідсіль

і тому

£. — ~ \  
еа +  е a j

Додаткова стала G —  О, хсоли взяти За початок дуг точку з 
меншою ординатою, тобто вершину х  —  0, у  =  а,  але

х_\ а

V

Порівнюючи з виразом для S, маємо

д  =  а +  — •1 а

Подібні співвідношення між радігосом кривини 
дуги кривої, є незалежні від вибору системи координат і 
назву в н у т р і ш н ь о г о  р і в н а н н я  к р и в о ї  або 

equation intrinseque або natiiriche Gieichung 
Lezioni di geometria intrinseca 

Vorlesungen ub. natiirliche Geometrie]
Подамо декілька прикладів.
2) Циклоїда

х — a ( t  — s in t), y — a(  1 — cos t).
Складемо

x!% _j_ ji'a — a2[(i — cos t y  +  sin21] — 2аг(1 — cos t) — 4 a® sin* ~
2

x'y" — y'x" =  a2[(l — cos £)cos t — sin21)] =

Отже

= — a 2(l — cos t) =  ~  2 a2 sin3 t
2

2a sin •

2 a 2 s in 21
■■ 4a sin -



Звідсіль побудова радіюеа кривини: сполучивши точку М 
(рис. 17) циклоїди з точкою дотику N  кола, що котиться, з осею 
катіння ОХ, маємо

MX — 2а sin , •. R  =  MN.
Далі з

ds — — 2 а sin dt £
виводимо

■S =  — 4a cos-^- 4- О.£

Коли за початок дуг візьмемо вищу точку циклоїди, виходить 
(0 =  0), що між дугою і радіюсом кривини точки циклоїди існує 
співвідношення

1 ба*.
3) Епіциклоїда;

х  =  (и 4- і)® cos t — a cos (п  4 - 1) # , =  (« -f- і )а. sin if — л sin (п 4~1 )t, 
де a — радіюе того кола, що котиться, па  — того, що не котиться; 
знаходимо

id2 -(- у'2 — 4(ге -(- 1 )га2 sin2 ~  >

:с'у" — у'х" — 2(п -f- 1 }2(п 4- 2)а3 sill® — •£

Звідціль, вибираючи початок дуг так, щоб при t  —  Q i s  — О

маємо
8(re +  l) . . n t  п  ф  +  1) . nt

s  —  - — ~  a  sm* — > R  =  —— ; —  а sm — п  4 п-\-2  2

З  двох виразів можна виключити t:

(  n s ______ \ 2 , (» +  2)г R*
І 4 (» 4 " і)а і 1 6 (» -f  І)3 а2

то

4) Коли візьмемо гіпоциклоїду
х — ( п  —  1 )а  cos t  -f-« cos ( n — l ) t ,  

y  —  ( n — l ) a s i n t  —  a  s in

x"14- y ,% — 4 ( n  — l)2a2 cos2 

x ' y "  — y ' x "  —  2 n(n — l)3<t2 cos271 — 2 
2 t
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4{п — 1) . П — 2з =  - ----- - a s m  —-— t.n — 2 2

Коли початок дуг візьмемо так, щоб при г =  0, е ~ о
п , ,/"« — 1\ п — 2 ,R — +  4 ------  о cos—-— іп

ЗВІДСІЛЬ
п2і23-{-(»— 2)2. s2 =  16(«— i)sa2.

5) Зокрема астроїда:
ж —  a  cos31, у =  а sin31.

Знайдімо

■ З В І Д С І Л Ь

(п =  4) s =  — а(і —cos 2£), A?j= 3Д a  sin 2#

Л?-}-4з3— б а з =  0. 
Є ) Л о г а р и т м і ч н а  с і т і р а л я

г =  ае">6.

r ' =  mr, г" =  тг2, 

B =  r j / l  + m a.

Тут

тому

Яри цьому

r' т

виходить, що ф величина стала і

sm ф

, , г 1tang4. =  -7  =  :

cfs ™ r  }/і +  га2. {£9
тому

1 -)- та2 
т

коли початок дуг вибрано від 9 =  0. Отож R ‘— ms.

§ 28. Поняття про інваріанти групи рухів.

Значення внутрішнього рівнання е в тому, що воно не ва 
лежить від вибору осей координат і мусить бути 
для кривої за будь-якого її положення на площині,
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д л я  того,  що б  д в і  к р и в і  м о ж н а  б у л о  з л и т и  п е р е е у -  
в а ю ч и  їх , як незмінні системи, т р е б а ,  щ о б  в о н и  м а л и  
ОДВО.І т е ж  с а м е  в н у т р і ш н є  р і в н а н н я .

Софус Лі своєю теорією перетворень виявив також, що всі 
диференціальні інваріанти груп руху площини т.-т. такі фун­
кції J { x ,  у ,  у ' ,  у" . . . ) ,  що не змінюються при різноманітних пе- 
ремі Іщеннях кривої в її площині, визначаються через (див. 
G, Scheffers. Anwendnng d. Differential—und Integralrechnung 
auf Geometrie В. I)

„  dR <PR 
d s  ’ d s 2 ’

Рух площини, що пересувається, як незмінна система в собі 
самій, визначається тим, що від точки (х,  у )  переходимо д© 
точки (жь уО, так що

Х\ =  а  +  х  cos а — у  sin а 

Уі =  Ь +  х  sin а -j- у  cos а,
де а, Ь, а можуть мати будь-які значення, але кожного разу 
однакові для всіх точок площини.

Не важко зрозуміти, що при цьому справджується основна 
властивість групи: послідовність двох рухів, рівноважна де­
якому третьому рухові, що враз переводить систему з почат­
кового положення в конечне.

Можна пересвідчитися ноперше, що будь-який рух скла­
дається з паралельного перенесення та обертання, і що перший

х\ =  х - \ -а  
У і— У +  Ь

не змінює ні d x  ні d y ,  а тому й
dy dry 
d x  ’ d x 2

отже ні s ні R •
Також повертання на кут а дає

d x  і =  d x  соє а — d y  Sin а

©тже

тобто

dyt — dx  sin a-\-dy  cos а, 

dXi2 +  dyt2 =  dx* -j- dy2 

ds і =  ds.
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далі
і dy, s i n a + ~ c o s a  . , ,

п у і _______ d x  sin a -\-y' cos a __

d X ~  COS a —  ̂  s in  a cos a y'  s in  a “  (c o s a  — y 's in a ) *
d x

d y '

тому
d 2y  i \d% i j У
d x f

отже

Ri- dly\
d x f

dx i (cos a — y' sin a )4

(tfe3 -f- d y f ) d  {(Ac3 -j- ̂ / 2)г~ ц

d x 3—  d > y , s

Навпаки, коли
d z f

f ( x .  y ,  i f ,  y " , ...)

d x 2

не змінюються за будь-якого руху, мусить бути

f{ x  +  a, у  +  Ь, і ,  y " , . . . )  =  f { x , у ,  у ', у

тобто f  не залежить від х  та у , і f  є функція вигляду f ( y \  
Безпосередньо виявити, який вигляд мусить мати така функція, 
щоб вона не змінювалася і від звороту, досить важко. Але 
можна застерегти ось що. Коли и , v  дві функції від у ', у" ,... 
що при перетворах обертання змінюються лише на адитивні 
сталі, то

d u  d v  __ d u  
d x  d x ~ ~  dv

e їнваріянт. Ми бачили, що R  є інваріянт,

a =  arc tg у '

при повертанні на кут в змінюється на =:

тобто da.і =  da.

Отже, інваріянтами є 

Але ми бачили, що

oti ---■ a -f- е,

dy \ __ dy'
1 + y n ~ i Jr y '2'

п dR d2R 
K' f t a ’ da2

d s  =  Rda\
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'тому попередній ряд можна змінити на ряд

о dR &R
К ’ ds ’ d s 2 ’

Всі інші диференціальні інваріянти можна визначити через 
інваріанти кожного з цих двох рядів.

§ 29. Дотик кривих (плоских).

Д в і к р и в и х  О і G ' м а ю т ь  в с п і л ь н і й  т о ч ц і  М  (рис. 
43) д о т и к  те-го п о р я д к у ,  к о л и  в і д д а л ь  м і ж  д в о м а б е з -  
к о н е ч н о - б н и з ь к и м и  до М  т о ч к а м и ,  в з я т и м и  н а  к р и ­
в и х  ( т о ч к и  М ' 1-ої т а  М "  2-ої) б у д е  б е з к о н е ч н о - м а л а
в е л и ч и н а  (» -f- l)-ro  
к о л и

п о р я д к у  в і д н о с н о  

У

М М \  т о б т о

П р и  ц ь о м у  М М "  м у с и т ь  бути 
не  п а р а л е л ь н а  з д о т и ч н о ю  
в т о ч ц і  М  д р у г о ї  к р и в о ї  

Припускаємо, що точка М  — 
звичайна точка на обох кривих. Хай 
обидві криві дано рівнаннями (Рис. ЗО).

y  =  f(x), у =  д { х ) ,tfV—  v
За  напрям М М "  візьмімо вісь O Y. Різниця

f ( х  -f- Аж) — д ( х - \ -  Аж)

в даному разі відповідає М М " . Щоб вона була («4-1)-го по­
рядку відносно А х, треба, щоб у ряді Taylor’а для різниці 
/ ( * )  — 0 (*):

f ( x  -f- Ах) — д {х +  Аж) =  f {x) —  д { х )  +  Ах (f' (а?) — д(ж)И-

+  [f<n> ( * )  -  д(п> (®)] +  (®) “  9<п+1) Ш  4 -

перший відмінний від 0 член був член з (и +  і)-ою похідною, 
тобто треба, щоб

f i x )  — д(х) =  0, f  (х) — д'(х} =  0 , . . .  f l,n>(х) — (fn](X) ~ о. 
Отже, щ об д в і  к р и в і

v  =  f ( x )  та у = . д ( х )
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в с п і л ь н і й  т о ч ц і  м а л и  д о т и к  »-го п о р я д к у ,  т р е б а ,  
що б  д л я  в і д п о в і д н о г о  а н а ч е н н я  х  б у л и  р і в н і  
й с а м і  ф у н к ц і ї  і ї х н і  п о х і д н і  до w^ro п о р я д к у  
в к л юч н о .

Коли одну з двох кривих задано неявним рівнянням
F  (х, у) =  0 ,

то » її перших похідних визначаються з рівнань

dF
dx s F *  +  F , =  0 ;

( I X і
+  2F"xy у ' 4 - F'yy у'* =  0  І т. д.

dn F
d x n »'+•■■ + Р 'у У (п)= в -

Умови дотику п-го порядку вимагають, щоб підстанови в ці 
рівнання замість у, у \ . . .  yw  їх значень із рівнання 1-ої кривої 
всі перші рівнання справджували.

' На останнє, хай першу криву (С) задано рівнянням у пара­
метричній формі

x= <p(t ) ,  y  =  $(f).
Віддаль

М М / — | /  (х , — x f  4- (у і — уУ —

х' 4 і — t ) + х" {h___Й!
1 . 2 + у' (іі — І) 4 - у”

( h ~ t y  2
1 . 2 '

=  {u - ~ t ) V  ^  4 - у'* 4 - (f, — t) 8

де в (£і — Ґ) 8  зібрано члени, що мають {U — t) в степенях 1-му,
2-му і т. д.

Через це головна частина безконечно-малої величини ММ' &

{t \ ~  t) \/afi -\-y,'i
бо, за умови, точка М — звичайна і тому і у’ не дорівнюють 
разом нулеві. Порядок

d =  М’М”
визначимо так. Якщо і., ц е косинуси кутів М М "  з осями ко­
ординат (осі прямокутні, і к2 4 ~ s** — 1)> то координати М "є

х\ 4- ш, у\ 4 - імі.
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Вони вдовольняють рівняння (O'), яке хай задане в формі
F{x, у) =  о.

Отже
F { x i - \ - \ d ,  у  і -{- j«f) ■= 0.

Розгорнувши в ряд Тейлорів і обмежившись першими членами 
цього розгортання, маємо

F (жі, y \ ) - \ - d  Q 'F 'x - t  Ч~ -j- d 2. S" О,

де S" — сукупність членів, що, містять у  собі похідні дру­
гого та вищих порядків і if в степені 2-му та вищих. Головна 
частина виразу - f  ^ F \ i в

>F'X -4- \s-F'v.
Вона не рівна нулеві, бо F’m та F'y пропорційні косинусам 
кутів нормалі з осями і тому

XF'x +  vF'y
пропорційне до косинуса кута між нормалею до (С') в М і М'М" 
який за умови відрізняється від прямого (бо М!М" не паралель­
ний з дотичною до ((7) в точці Ж).

Опріч того, через те, що М — точка є звичайна на (О'), 
F'x,F'y не можуть разом дорівнювати нулеві.

Отже, нижчі члени, що мусять взаємно знищуватися, діста­
немо з

F{xu ydj та dQF'.r - f  (PF,),

тобто d  мусить бути одного порядку малости з
F{% і, у  і ).

З даного визначення виходить такий аналітичний критерій 
для дотику п-то порядку двох кривих (G) і (O') у спільній 
їхній точці М, звичайній на тій і другій: Д л я  д о т и к у  »-го 
п о р я д к у  кривої F (хи уі) =  0

я = <?(*)» =
т р е б а ,  що б  р е з у л ь т а т  д і д с т а н о в и  в (О) к о о р д и н а т  
т о ч к и  к р и в о ї  (O')

M ' s s ( X lt Уt)

б л и з ь к о ї  до с п і л ь н о ї  т о ч к и  М ( х , у ) — б у в  ( п - \ - і ) - г о  
п о р я д к у  ( м а л о с т и )  в і д н о с н о  р і з н и ц і  з н а ч е н ь  U — і 
п а р а м е т р а ,  що в і д п о в і д а ю т ь  т о ч к а м и  М  та  Ж'.
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Помітивши, що
F(xuiji) =  F[iL it,), ф (її) =$|5(*і) 5

можна, замінивши
ti — і -І- Щ — t)>

розгорнути д5(Щ по степенях (£j — і):

ф(і + {и - 1) ) = ф(і) + Ф 'т ,  - 1)+ ф"Ф ^ у- + -  - f
( І і — ^Уг ^

П 1 :
Для того, щоб цей вираз був порядку малости 

відносно t-\ — t треба, щоб
Ф ( г ) = о ,  Ф'(г) =  о , . . .  Ф(п'(і) =  о.

Отже дотик в-го порядку вимагає ( n - f i )  умов.
Зокрема, коли криві (С) і (O') задано рівканнями виду

v =  f(x), и =  д(хи
то можна одне з них звести до параметричної форми, поклавши

1 =  і, у -= fix) 
а друге до неявного виду:

у — д(х) =  0
і тоді за попереднім: для дотику «-го порядку треба, щоб 
справджувалися умови

f[x) — д(х) — 0 , f(x) — д '(ж) =  о ,... fin>(x) — д^іх)  =  О, 
як і вище.

Помітивши, що при п п а р и с т о м у  перший член, що не 
зникає є н е п а р и с т о ї  о степеня відносно Ах (відповідно і\ — і) 
і тому змінює знак разом з Ах або — і, висновуємо:

За дотику п а р и с т о г о  порядку криві п е р е т и н а ю т ь  
одна одну, дотикові н е п а р и с т о г о  порядку — лежать по 
один бік одна однієї. Особливу має вагу для вивчання кривих — 
питання найти для д а й  оі кривої таку криву з а д а н о г о  типу, 
що мала б з нею в певній точці дотик якнайвищого порядку. 
Щоби був можливий дотик га-го порядку, рівнання такої кривої 
мусить мати п -f і довільних коефіцієнтів.

§ ЗО. Щільнодотична пряма (дотична).

Рівнання прямої має два коефіцієнти. Найвищий можливий 
дотик кривої з прямою взагалі кажучи є дотик 1-го порядку.
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Коли задано криву y =  f{x) і пряма у ~ т х - \ - к ,  то для дотику 
першого порядку різниця

fix  -j- Аж) — І т(х +  Аж) А:]

мусить бути другого порядку відносно Аж:

(f(x) — тх — 1с) -ь A — т) -j- — f i x )  -j-

виходить, що мусить бути

f(x) — тх — к =  0 , f ‘(x) — т =  0 ,

або
т =  fix ), к =  f{x) — х f'(x).

Отож шукана пряма буде

Y = y 'X - j - y  — ху’,
тобто д о т и ч н а :  д о т и ч н а  [має з к р и в о ю  д о т и к  п е р ­
ш о г о  п о р я д к у .  Але коли ми маємо точку перегину, то

у '  — f i x ) ,
і перший вартісний член буде

Ах3
Г . 2. З

/"ТО:

в т о ч ц і  п е р е г и н у ,  коли

Г(Ж) /  0,

к р и в а  м а є  з д о т и ч н о ю  д о т и к  2 - го  п о р я д к у .  Вихо­
дить, що вона переходить з одного боку дотичної на другий. 
Коли ж і f'"(%) =  o і т. д., то відповідно до того, чи буде перша 
вартісна похідна непаристого чи паристого порядку, крива 
буде перетинати дотичну в точці дотику або ні.

Можна побудувати безліч кіл дотичних до кривої в даній 
її точці М. Для цього досить взяти на нормалі до кривої 
в точці М  довільну точку Р  і з неї, як з центру, провести коло 
радіюсом РМ. Серед безлічі цих кіл знайдемо те, що має най- 
щільніший {найвищого порядку) дотик з кривою в точці М. 
Назвемо це дотичне коло, щоб відрізнити від інших дотичних 
кіл, — щ і л ь н о д о т и ч н и м  колом.

Його визначають за загальним способом так:
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31. Щільнодотичне коло.

Рівнання кола має т р и  довільних параметри, тому коло 
може мати з кривою дотик 2-го порядку. Хай рівяання кривої 
задано в параметричній формі

ж =  ї/ =  'ИО (36)
Підставивши ці вирази в рівнання кола

(X — 6)2 +  (Г — ij)a — =  о (37)
і диференціюючи двічі по t, матимемо, як умову дотику 2-го. 
порядку, (37')

(х — S)2 (у — к))а — R2 =  0
і х'(х — &) +  У (у — її) =  0 (38

х"(х — Е) +  У" (У — ■»]) +  Ои3 +  у'г =  0. (89)
Перше показує, що ц е н т р  щ і л ь н о д о т и ч н о г о  к о л а  л е ­
ж и т ь  н а  н о р м а л і  до к р и в о ї .  Розв’язуючи (39) і (38) від­
носно х — у  — т] дістанемо

і — ж =  — у' з!гЛ-у,% 
xfy"—у 'х"’ її — у =  х'' х'2 +  у'2 

х’у " —у'х" (40)

Підставляючи в (37'), матимемо

(:г!2-\-у’2У 
(х'у”— у’х'')2 ’

Звідкіль

( х п  +  у ’2у

— х’у''— у'х" '  (41)
Отже р а д і ю с  щ і л ь н о д о т и ч н о г о  к о л а  д о р і в н ю є  

р а д і ю с о в і  к р и в и н и .  Тому щільнодотичне коло називають 
також к о л о м  к р и в и н и ,  а його центр—ц е н т р о м  к р и в и н и .  

Частково з попереднього виходить;
і) Ко л о  к р и в и н и  в з а г а л і  п е р е т и н а є  к р и в у  в т о ч ц і  

д о т и к у  — бо має з кривою дотик паристого порядку — власне 
2 -го порядку. Але в тих точках, де крива має дотик більш 
високого порядку, коло кривини буде перетинати криву у  ви­
падку дотику паристого порядку.

Так парабола у-г
або х  =
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має з колом кривини дотик взагалі 2-го порядку, і  ї, ц, R  задо­
вольняють рівнання

(S_0 2+̂-ii)*_jRS=o’
Н Ь - ч + ^ ~ ^ ° >

3»f
2р2— — + 1 » 

Р
О, р - о , J3_

р*
ф о .

Із тих чотирьох рівнань, що ми виписали, при у ф  0 справ­
джуються лише перші три, 4-е не справджується, але в точці 
у  =  0 справджується й 4-е рівнання: у в е р ш и н і  п а р а ­
б о л і  в і д п о в і д н е  к о л о  к р и в и н и

(X — p f  ф у*  — р* =  0
м а є  з к р и в о ю  д о т и к  3 - г о  п о р я д к у  і не п е р е т и н а в  
к р и в о ї .  Це можна довести для вершин і інших двох кривих 
другого порядку.

2) Зауважмо, що коли дві криві мають дотик 1-го порядку, 
то вони мають у  точці дотику спільну дотичну. Коли вони 
мають дотик не нижчий 2-го порядку, то вони мають і спільне 
коло кривини.

3) К о л о  є є д и н а  к р и в а  с т а л о ї  к р и в и н и .  Треба 
найти криву, для якої б R  =  const, тобто

або

ІУ'У

(1 + ^ } т

dy'

— —  сталій, а

_dx
~  а

( І+ У '2)*
Це робиться за правилами інтегрального числення. Найпростіше 
завести кут я дотичної з віссю Х-ів.

отже

або

dy
dx =  tg a ..\dy ' = dx

C0S2a ’ l + y '2 = 1
cos2a

1—=  ~~ sec2 a , cos3 a R dx
cos a da 

dx
1
a *

dx — a cos a da.
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Виходить, що X  може відрізнитися від
d  sin а ,a sin ж (бо —^ — =  cosot)

дише на сталу величину:
х  —С =  a sin «, 

але
dy  =  d x . tg а =  a sin a da

тт, у  може відрізнятися лише на сталу величину від 
— a cos а d (— а cos а) =  a  sin а da.

х  — 0 =  а sin ж, у  — O' ~  a cos а.
Виключивши а, одержимо

{х —  C f - \ - { y —  С')г =  а*

До цього самого результату прийдемо, помітивши, що із
dy .~  =  tga виходить з допомогоюОіХ

d x 2 +  dy*  =  dsK -. i - ( - tg 2a =  ( | | V  1

Отже

що
dx . dy-x-=CQSa і тому w  sm я .ds J ds

COS2 a  5

Але за означеннями міри кривини ds =  R da при чому тепер R  
за умовою б — стала величина, рівна а. Отже

j ix  — acosada, dy — a sin a da 
як і раніш, звідкіль маємо

х  — a sin а 4- С
у — a cos а С.

4) К р и в и н а  в т о ч ц і  п е р е г и н у .  Коли в точці перегину 
yf конечна, у" — 0 , то міра кривини дорівнює нулеві, а радіюе 
кривини зростає до Ьо. К о л о  к р и в и н и  п е р е т в о р ю є т ь с я  
н а  п р я м у  — д о т и ч н у  в т о ч ц і  п е р е г и н у .

Приклада:

1. Крива у ~ х г має в (0 ,0) точку перегину;

у ’ =  Шг і у" — бх при ж =  0 
дорівнюють нулеві.
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Також
6 #

дорівнює нулеві.
R  (1-j-9#4/72 при Х  —  О

2. у ~ х ь , у > —  Ьхі, у "  =  2ох8,
20Ж3

R  (1 +  2Ьхвуі*
при х ~ о  дорівнює 0.

Інша справа, коли в точці крива переходить з одного боку 
дотичної на другий і має лише одну вітину; у "  є оо, але не 
можна казати, що точка е звичайна. Тоді R  може дорівнювати О.

Приклад у  —  х  ex3U

(або в параметричній формі x  —  t3, y ~ t 3 е<2). 
Знайдемо

і [9 - f  1^(3 -)- 2/»)]%t е - і 2 ш 
К 6 2t2— 5

при t =  o,
R — о.

Цей випадок може бути й у кривих альґебричних.
Наприклад у 3 —  х ь. Крива в точці (о,о) має потрійну точку 

з трьома дотичними що злилися, переходить з одного боку до­
тичної на другий R  =  0, але дотик е порядку 5/3 <  2 і маємо 
т. звану Wendetangente (зворотна дотична).

5. К р и в и н а  в т очц і  з вороту .  В т оч ц і  з в о р о т у  ра- 
ді юс к р и в и н и  в з а г а л і  дор і внює  0 і коло к р и в и н и  
з в о д и т ь с я  до одної  точки  — саме до т о ч к и  з ворот у .

Дійсно, в точці звороту справджуються разом рівнання

F{x ,  У) — о, F'x — О, F  у — 0, F " яу F" xx F'yy — 0.
Останнє рівнання є умова того, що ліва частина квадратового 

рівнання, яке вдовольняється кутовими коефіцієнтами тої Й дру­
гої з двох дотичних подвійної точки

F"M +  2F''xyy'-t-F"m/y'* =  o%
є точний квадрат

1^ ( F " xx +  y 'F 'Xyy =  0 ,

у) При цьому відкинуто член F>v . у" - -  О за тим, що Vy -»0. Коли у1 має 
в точці конечне значенні?, ми маємо на це право. Дійсно, тоді, як доведено § 15,

1І ш. F -у у" =  О, коли (F'yY ф  0.
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або

о-* УУ
Але у '  для подвійної точки визначається рівнянням

F"'xxx +  з Г я ,  у ' +  3 у'* +  Р " УШ г  +  3 ( /%  +  F '  у ’) у" =  0.

В точці звороту множник у" дорівнює 0, інші ж члени взагалі 
відмінні від о, тому ДЛЯ ЦІЄЇ ТОЧКИ

- L  =  o  і / ? = о .
У

П р и к л а д :  1. Цисоїда

х ( х 2 У2) — 2 а у 2 =  0

має в початку координат точку звороту:

F'x =  Зж2 +  У* і F y  =  2%y — іау
дорівнюють 0,

F"xx =  бж, F 'ay =  2у, Р 'ад =  2ж — 4а

відповідно дорівнюють 0, 0, — 4а 
і квадратове рівняння для напряму дотичної

— 4ау'2 =  0,
у ' =  о є його подвійний корінь

р "  __ ft par ___ о  р ч  —  о  Р '"  —  О

Вищезазначене рівняння набирає вигляду

а що
6 -j-3 .(— 4 а ) . у ' . у " ~ 0

у' =  0, у "^ = ^ ~  =  оо,Ч0 R =  Q.

Але коли члени з похідними третього порядку дорівнюють 
0, у "  може бути конечне або 0.

2. Хай

Для (0,0)
у 2— х ь =  0.

F x - —  5а;4 =  0, F'y — 2у =  0,

F ’xx  =  —  20ж3 =  0, Р ' ху —  О, F 'y  у — 2 ф 0  

маємо подвійну точку — точку звороту (2.ї/'а =  0).
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Але
Р " _____Н(Уг~__ п V " ' —  Р ” __ Р "  __о __* XXX--  WUy —— \Jf ± -- І хуу-- -Г ууу --- —

тому у" мав невизначену форму ~  і точка (0 ,0 ) в т. зв. Riick- 

kehrflachpunkt (сплощена точка звороту).

§  32. Еволюта (розгортка).

Візьмімо формули, що визначають центр щільнодотичного кола 
ж'2-Ьг/ '2ї —' ж =  — у

7]— ї/=ж' -

я/ у" у' X" 
ж' 2 +  У'2

х  у" — у' х"

А бо, коли незалежна змінна б х,
1 4-г / 2

■У-

У
і +  у'2 

У"
Ці рівнання дають змогу для кожної точки М  даної кривої 6’ 

збудувати відповідний центр кривини М. Коли точка М  описує 
криву (С), то точка М, взагалі кажучи, переміщується й описує 
другу криву (С'), яку називають е в о л ю т о ю ,  або р о з г о р т -  
кою даної кривої1). Коли в (41) завести радіюс кривини R  і кут 
а дотичної з віссю ж-ів, то формули (41) перепишуться

£ =  ж— R  sina, r i ~ y  -\-R  cosa (42)

П р и к л а д и :  1. Еволюта еліпси: х — a cost, y =  bsint 
має рівнання:

£ =  a c o s f — 6 cos^ a 2 sin2 іЯ -  Ь2 cos21 
ab

a 2 — b2
a cos31

'Ч b sin t — a sin t a2 sin2 t-\-b2 cos2 1 
ab sin31

v) Для кола  центр кривини кожної точки вливається з його центром, і тому 
еволюта кола зводиться до однієї лише точки — центру кола. Для прямої ево­
люта відходить на безконечність і є безконечно далека точка перпендикуляра 
до прямої.
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виключаючи звідсіль f, матимемо

(а£) * +  (Sy]1 з — (а2 — 6 а) 3
криву, схожу до астроїди, і яка лежить вся всередині еліпси 
при _

o < o j / 2 ;
при

а  — Ь \/  2

кінці малої осі е точки кривої. 
2 . Еволюта гіперболі

X- У =  Ь — е~

в параметричній формі визначається рівнанням
, йаЧ- /V  +  e~f у  а2-\-Ь2 (є* — е~ *
4==— Г ~ )■  ’  =  — * —

Звідкіль, виключивши і, маємо рівнання
) •

(о£)3 — (ії))3 =  (а 2 Ь2) 3.
3. Еволюта циклоїди є знов циклоїда, тільки інакше розмі­

щена, Її рівнання
! =  a(*-|-sinZ), 7j== — a(l — cos?) 

стає до звичайнішого виду, кола замінити

а координати
і — <к -j—1\

+  щ=  — 2o-f-Yji.

4. Логаритмічна спіраля:
r  ~  аетв

Припустімо, що вісь ^-ів  зливається з полярного віссю, а по­
чаток координат з полюсом. Тоді кут а дотичної з віссю, за по­
переднім, дорівнює

a — е +  ф, де tg  ф =  5̂- - 

Для даного випадку
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тому
tg ^ae  —^ т т

Радіюс кривини

В — г \ /  і +  w2 

Отжз за (41) цього. §-а

.8in(9 +  i>)j.І =  г  cos 6 — г  

T) =  #-Sin6 +  r

sin ф
cos(e-f-'J')

sin b

_ r
sintp

rsinG. eotg(|» =  — mr  sin б 

r  cos 9 cotg ф =  mr  cos 0.

Щоб дістати рівнання еволюти в полярних координатах, по­
кладімо

S =  pcosO, -rj =  psm0-.
Зрівнюючи з попередніми виразами, матимемо:

р =  т г,  — sin 0 =  cos 0, sin f> =  cos 0,
тобто

& = 0  +

і тому, заводячи ці вирази до рівнання спіралі, матимемо рів­
нання її  еволюти

P =  waem(a ~ y ) ,

знову логаритмічну епіралю, але повернуту на деякий кут, 
бо помічаємо, що поклавши

1о д тт =  $
зведемо рівнання її до виду

р =  ает ( ^ - | -  +  1 іодт).

Властивості еволюти

і) Д о т и ч н о ю  в т о ч ц і  е в о л ю т и  є н о р м а л я  д л я  т і є ї  
т о ч к и  в и х і д н о ї  к р и в о ї ,  д л я  я к о ї  т о ч к а  е в о л ю т и  

є ц е н т р о м  к р и в и н и .
Справді, ми вже знаємо, що точка еволюти лежить на від­

повідній нормалі, до того із (42) маємо
d i ~ d x  — d R  sin. a — R cos <xda.— — d R . sin a (43)
dt\ =  dy-^-dRcoso. — R s in « d a . d R . cosa. (44)
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за допомогою
R d  «"= ds.

Тому

і коли

di\ 
а І — ctga,

d -ц . . %аі — а + ~

т. т. нормаля кривої є дотична до її еволюти.

2 ) Д о в ж и н а  д у г и  е в о л ю т и  д о р і в н ю є  р і з н и ц і  р а д і ю-  
с і в  к р и в и н и  в т о ч к а х  в и х і д н о ї  к р и в о ї ,  що  в і д п о в і ­

д а ю т ь  п о ч а т к о в і  й к і н ц е в і д у г и  е в о л ю т и .
Справді, із (43) маємо

do* =  <hf +  di3*=*dR*. da =  ± d R  (45)
де з є дуга еволюти, звідкіль

з =  +  (Д і— Ro). (45'')
Коли знак різниці вважати за знак з, то двійний знак можна 
опустити.

3) Якщо радіюс кривини еволюти позначимо через R,, а радіюс 
кривини вихідної кривої через R, то

Ri =  ± R dR
ds

Справді, ds =  R da  для вихідної кривої і da =  R i dal для еволюти, 
але за X)

тому

й опріч того за (46)

Отже

або

ж я
¥

da\ = d a  

da =  +  dR  

4~ dR  =  Ri da 

^ R d R ^ - R i  ds.

4) Визначивши еволюту для якоїнебудь кривої, можна шукати 
для неї знову геометричне місце центрів кривини; матимемо 
еволюту еволюти або другу еволюту даної кривої. Користуючися 
з формул (41) — (46) знайдемо, позначивши через £,ri,Ri, «і коорди-
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натя, радіюс кривини і кут дотичної з віссю Х-їв для першої 
еволюти, а її, т\г, /х*2—для другої

S) =  £ — # 1  sin асі — х  — sin а — R  COS а
т]) =г т] -|- cos аі =  2/ -j- /? cos а —^ s i n a  і т. і.

Радіюс кривини другої еволюти буде

а звідсіль і взагалі
R z  =  R i

dR{
cfa f  R dRi

ds

R m ----- (- R  •
(dRm= 1 

ds

§ 32. Інволюта або евольвента.

Зворотна задача:
д л я  д а н о ї  к р и в о ї  з н а й т и  т у  к р и в у ,  д л я  я к о ї  в о н а  

в р о з г о р т к о ю  ( еволютою) ,  призводить до інволют або 
евольвент.

Якщо криву задано рівнаняям у  параметричній формі і при 
цьому допоміжним незалежним змінним є дуга, то рівнання 
інволюти можна мати в конечному виді.

Хай задана крива е

І — ? (°)> (47)

і хай рівнання інволюти будуть

х  =  Ф (з), Tfj =  Ч1* (48)

Рівнання дотичної до (47)

X — g У — ті
І' =  V " (49)

мусить вдовольнитися при заміні поточних координат X, Y  
координатами точки (48), хцо належить тому самому значенню 
параметра з, бо нормаля в точці (48) є дотична у  відповідній 
точці (47).

Назвавши через п  спільне значення двох відношень (49)

маємо
#  =  £ - f у  —  ц -^ -п і (50)



Щоб дістати рівнання (48), треба визначити п  як функцію су 
Для цього утворимо

(* -  €)* +  (у -  rf)a =  « 2 (Г2 +  Vа) 
але

бо похідні беремо по дузі (47). Отже п  визначав віддаль відпо­
відних ТОЧОК кривих (47) І (48).

Дотична до (47) мусить бути нормалею до (4 8 ).
Звідсіля М. ■

або
/? ] '- ) -a /f  =  о. (бі)

Але диференціюючи (50) матимемо:

а /=

1/' =  т/ 11 т "  и'т)'.

Помноживши на 4у і п ' і додавши, за (51) знайдемо

Г (£'+ я S" +  п ? )  +  Y (tf +  яг," +  »у) =  о 
або

(Г2 +  т|/3) (і +  «') +  « т/т") =  у 

Але тому, що незалежна змінна в дуга, то

S'*+  1̂  =  1 ,
зв ід к іл ь :

ї'Г  +  ̂ У  =  0,
Отже останнє рівнання набував вигляду

і +  п '= 0
звідкіль

п  =  — о с (52)
Підставлюючи це значення п  до (50), добудемо рівнання інво­

люти:
® — £+(с — а)$',  ̂=  tj-}-(c — о) і}'. (53)

Тут с — довільна стала. Отже ми одержуємо не одну інво­
люту, а безліч їх, бо початкове значення радіюса кривини 
в початковій точці інволюти можна взяти цілком довільно.
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Всі ці інволю т и  мають дотичними нормалі заданої кривої,, 
всі вони в ортоґональні її траєкторії кривої (так звуться криві, 
іцо в кожній своїй точці перпендикулярні до дотичних деякої 
кривої).

Приклади.

ї. І н в о л ю т а  к о л а .  Параметричне рівнаниякола 

x  —  r  cos і, •?/ =  r  sin і.

можна звести до потрібного виду, бо для кола

v =  r t

(r — радіюс кола). Тому рівнання інволюти є

х =  r  COS — +  (о — с) Sin 4- 
Т г

у  —  r  sin ~ ---- ( з — с) cos

а коли знову замінити

г
то

% =  r  cos t +  ( r t  — С) sin і 

у  —  sin t — ( r t  —  C)cost.

2. і н в о л ю т а  л а н ц ю г о в о ї  ( п р о в и с н о ї )  л і н і ї

( І  _ 6
{ еу =  а \  —

Дуга кривої, починаючи з вершини її (9, а) визначається 
(див. § 28)

?
сГ

о —  а -
е

а2 +  а а, / а г - \ - а 3, Tj-4- а  —  ае
тому

і  — a  log і +  V з4 4 - а2 \
а  }

на



і рівняння інволюти в параметричній формі е 

х — a log 1 —д j------- f- (с — о) —а ] /  a2 -j- a 2

ca-f- a 2

a 2

В частинному випадку, коли с ~ о ,  можна виключити з і де
дає

, a 4 - l / a 2— уг / —5------гт-
■ a log — ~ L~y---------- V а — У

рівняння трактриси (від раніше визначеного відрізняється лише 
знаком кореня). Отже і н в о л ю т а  л а н ц ю г о в о ї  л і н і ї  
в т р а к т р и с а  (результат, що:його G. Loria 1. с.р, 565 дає в до­
помогою внутрішнього рівняння).

§ 34. Обгортки сім'ї кривих.

Хай рівняння, що визначає криву, залежить від якоїсь ста­
лої, що може набирати різних значень

F (x ,y ,c )  =  0, (54)
наприклад коло даного радіюса а  а з центром на вісі Х-ів

(X— с)2- \ - у 2= ^ а 2

або еліпси даного центру і напряму осей, що мають сталу 
площу

+  — 1 =  0 , nab ~  cos tа 1 0і

або конічні січення, що мають задані фокуси

0 » ,
a 2- f  к ~г  62 +  Х

Така сукупність кривих зветься с і м ' є ю  кривих. Можна по­
ставити собі задачу розшукати криву, що дотикалася б до всіх 
кривих сімейства. Таку криву називають о б г о р т к о ю  сім'ї 
кривих.

Якщо така крива існує, то на кожній кривій сім’ї маємо 
точку, що належить цій дотичній кривій. Значенню et параметра 
належить, скажімо точка у і), значенню точка (ж2, У%) і т. д.
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Точки змінюються зі зміною параметра с, отже координати їх 
мусять бути такими функціями цього параметра

х  =  Х ( с ) ,  y * = Y ( c )  

що задовольняють рівняння сім’ї
F ( x ( c ) , y  (с),с) =  0. (54)

Отже кутовий коефіцієнт дотичної до кривої, що шукаємо, е.
у'{с)
х '  (с)

а кутовий коефіцієнт дотичної до відповідної кривої сім’ї є

І мусить бути за умовою
У'(С) Г м
Х ' ( С ) ~  Г у

або
F x  . +  F !v, у '  =  О

але диференціюючи тотожність (54) дістанемо

F'xX' +  F 'y tf  +  F 'c^Q .
Тобто в спільній точці кривої та її обгортки

F 'c =  0.
Отже крива, що дотикається до всіх кривих сім’ї, визна­

чається двома рівняннями
F  (х, у ,  о) =  0. (54)

F 'c = 0 . (55)
Можна розв'язати два рівняння відносно х  та у, тоді дістанемо 

її рівнання в параметричному вигляді, або/ виключити с, — 
тоді дістанемо теж саме рівнання в формі

ф (® , у) =  0.

Ця крива є о б г о р т к а  даної  с і м ’ї кривих .
Отже, обгортка сім’ї со кривих

F { x , y ,  с) =  0
є крива ,  що д о т и к а є т ь с я  до в с і х  к р и в и х  с і м ’ї. 
Точка дотику обгортки до відповідної кривої сім’ї зветься
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точкою. До діві кривої доходимо ще
ІНШИМ ІШ. ;хом.
Хай

F { x ,y , c ) ~  0 , Е {х ,у ,е - \-Ь е)  =  0

дві близькі криві сім’ї. їхні спільні точки визначаються, як 
спільні розв’язки цих двох рівнань. Коли Де наближається до О, 
ці точки наближаються (за певних умов) до граничних поло­
жень. Щоб вивести рівняння цього геометричного місця, замі­
нимо другу криву

F(xs у, е -j- Де) =  О
на криву

F(x, у, с +  Дс} — Fix, у , c) =  G

що проходить через спільні точки перших двох кривих, а це 
останнє, за теоремою Ляґранжа (тобто коли F  має безперервну 
частинну похідну відносно с) можно замінити на

Де. Е'с{х, у, с 4- б. Де) =  О,

Для границі Де - »  о маємо

Г е{я>, у, с) =  0. (55)

Тобто те саме рівнання, що дало вище обгортку сім’ї кривих.
Отже г е о м е т р и ч н е  м і с ц е  г р а н и ч н и х  т о ч о к  п е р е ­

т и н у  б е з к о н е ч н о  б л и з к и х  к р и в и х  с і м ' ї  є о б г о р т к а ,  
а г р а н и ч н і  т о ч к и  п е р е т и н у  є ї ї  х а р а к т е р и с т и ч н і  
т л ч к и . Вже не треба доводити окремо, що в кожній характери­
стичній точці обгортка дотикається до кривої сім’ї.

1 . Обгортка кіл
Приклади.

{х — с)2 +  у"1 ~  а2

о =  Т с =  2( - е ) = о . - . ї / 2 =  о*, у =  +  а.
Обгортка — дві прямі паралельні з віссю Х-ів.

2 . Еліпси сталої площі з спільними вісями:

ж і У2

б2
1 =  0 ab — q®.

Звідсіль
+а*у* =  г*



або
,x-

a
, т/ 4 я*®1 

4==JL-r"- a :Fa =  — =  O

Обгортка
±  2?2ал/ =  q*,

або

y  _  | g*y
0  '  —  X

дві рівнобічних гіперболі.
з. Обгортка прямої сталої довжини, що рухається, спираю­

чись кінцями на дві перпендикулярних прямих. Відтинки на 
вісях, коли кут О А В  =  с

« cos с і a  sin с, 
тому рівнання прямої АВ :

- ± -  +  - 4 -------1 =  0 ,a cose asrac  

або
х  sin с +  у cos с — a sin с cos е —  0.

F'c — % cos с — у  sin с — «(cos* с — sin2 с) —  0.
•Звідсіль

х  =  «(sin2 с cos С -f- cos3 с — sin2 С COS с) =  « cos® с,
у =  «(sin с cos2 с — sin с cos2 с -f- siu3 с) —  а  sin® с.

Обгортка є астроїда (див. ст. is).
Треба зробити декілька істотних зауважень, а саме:
і. Не к о жн а  с і м ’я к р и в и х  має  обгортку.  Всі криві 

•сім’ї можуть проходити через ті самі точки, що й будуть за 
обгортку. Якщо рівнання сім’ї кривих лінійне відносно пара­
метра, тобто маємо т. зв. пучок кривих

и-\-Х.  V — 0

то похідна відносно параметра X дав v  —  o і тоді рівнання сім’ї, 
зводиться до и - = 0 ,  маємо конечне число точок (або дискретний 
їх збір), а не суцільну криву.
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х а р а к т е р и с т и ч н о г о  точкою. До цієї кривої доходимо ще
ІНШИМ ШЛ - ХОМ.
Хай

Ж (х, у, с) — 0, X (ж, у, с - f  Д с) =  0

дві близькі криві сім’ї. їхні спільні точки визначаються, як 
спільні розв’язки цих двох рівнань. Коли Де наближається до 0, 
ці точки наближаються (за певних умов) до граничних поло­
жень. Щоб вивести рівнання цього геометричного місця, замі­
нимо другу криву

Ж{х, у , с +  Дс) =  0
на криву

Ж{х, у, c-f-Дс) — Ж(х, у, с) =  0

що проходить через спільні точки перших двох кривих, а це 
останнє, за теоремою Ляґранжа (тобто коли Ж має безперервну 
частинну похідну відносно с) можно замінити на

Де. Е'с{х, у, с 4- б. Де) =  о.
Для границі Де -> 0 маємо

Ж'е{х, у , с) =  о. (55)

Тобто те саме рівнання, що дало вище обгортку сім’ї кривих.
Отже г е о м е т р и ч н е  мі сце  г р а н и ч н и х  точок п е р е ­

т и н у  б е з к о не ч но  бл из к их  к р и в и х  с і м ’ ї є обгортка ,  
а г р а н и ч н і  т о ч к и  п е р е т и н у  в ї ї  х а р а к т е р и с т и ч н і  
тич в.и. Вже не треба доводити окремо, що в кожній характери­
стичній точці обгортка дотикається до кривої сім’ї.

Приклади.
1. Обгортка кіл

{х — с)2~\-у2 =  а2

О =  Ж'с =  2( — е) = 0 .•. у 2 =  а2, у ~  +  а.

Обгортка — дві прямі паралельні з віссю Х-ів.
2. Еліпси сталої площі з спільними вісями:

/у»2

¥  +  1==0 аЬ =  <?
Звідсіль

Ьгх г 4- в?уг =  у*
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або

Q ^  +  ab f - <Ґ

W - ..Ж 2 . „ л 4 ?  ® , і <І% її2 1 ТУГ а =  -  2q*- - \ -2 а у і =  0 . •. , о2=  ±  Л^~> й2=  ± ~ "

Обгортка

або
±  2д2Ж|/ =  д4,

*У — + 2 -S8,

дві рівнобічних гіперболі.
з. Обгортка прямої сталої довжини, що рухається, спираю­

чись кінцями на дві перпендикулярних прямих. Відтинки на 
вісях, коли кут О А В  —  с

a cos с і a sin с, 

дому рівнання прямої АВ :

— ------1----- 7̂ — — 1 =  0 ,a  cos с a  sm с 
або

х  sin с -f- у cos с — a  sin с cos е =  0 .

У

F 'c =  % cos с — у  sin с — a(cos2 с — sin2 е) =  0.
Звідсіль

х  =  $(sin2 с cos с +  cos3 с — sin2 с cos с) —  а cos8 с,
р =  a(sin с cos2 с — sin с cos2 с -f- sin3 с) =  a sin3 с.

Обгортка е астроїда (див. ст. 18).
Треба зробити декілька істотних зауважень, а саме:
1. Не к о жн а  с і м ’я к р и в и х  мав обгортку .  Всі криві 

сім’ї можуть проходити через ті самі точки, що й будуть за 
обгортку. Якщо рівнання сім’ї кривих лінійне відносно пара­
метра, тобто маємо т. зв. пучок кривих

и  +  X. v =  0

то похідна відносно параметра X дав « =  0 і тоді рівнання сім’ї 
зводиться до и  —  0, маємо конечне число точок (або дискретний 
їх збір), а не суцільну криву.
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Навпаки, к о л и ^ -  не містить параметра, не можна цей пар а 

метр і вилучати з двох рівнань
dFF  — 0 та -з— — Оде

f  9 F \  . d*F яале f j не залежить від с, коли =  О,

тобто
8F_
де : <К#. у) і F=s сЦх, у) - f  <?(ж, у)

Взагалі точки, що належать усім кривим сім’ї, належать та­
кож і до обгортки1).

2. О с о б л и в і  т о ч к и  к р и в и х  с і м ’ї  н а л е ж а т ь  до 
обгортки .

Ми прийшли до рівнань обгортки ва першого її означення 
порівнанням

dF дх , ду
де ■Г ‘‘ Т с + ^  Тс +  Г - а

8Fале звести до до F'B можна, і останнє рівнання задоволь- 

вяеться і тоді, коли окремо

тобто коли (я, у) є особлива точка деякої кривої сім’ї.
3. О с о б л и в і  т о ч к и  о б г о р т к и  в и з н а ч а ю т ь с я  р і в ­

н я н н я м
J V  =  o

за умови
d(F, FV) ф  0 .

0(® , у)
Рівнання F  — 0, F'c — О можио розв’язати відносно х, у  лз ше 

за умови, що

') Наприклад коли

ж2 _|_ р’л _  2 «  cosc -f~ j/ s in  с) =  О

проходять усі через початок координат, то й початок е частина обгортки.
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ТОДІ
Я =  <р(с), 2/ =  Ф(с).

Особливі точки за параметричного визначення кривої справ­
джують умови

О, у', 

ду0(с
але Тс та <?с

агс =  о, г/'с =  о 

визначаються з рівнань

Коли F"e> =  0, останнє рівнання зводиться до

а що

то мусить бути

F"xc * 2>о "Ь • ?/е — о

<?(б, у)

£С'е =  0 ,  т /'с  =  О

але за параметричного визначення обгортки—це буде точка 
звороту (або самодотику і т. д.).

35. Другий тип задач на обгортки.

Досить часто натрапляємо на такі задачі на обгортки, коли 
рівнання сім’ї кривих залежить від двох або трьох параметрів, 
зв'язаних одним, resp. двома співвідношеннями. Можна в такім 
разі визначити всі параметри, крім одного, через останній 
і внести в рівнання. Наприклад, коли треба було знайти об­
гортку еліпсів сталої площі, ми визначили 6 через а:

Ь Ф_
а  ’

але можна — і в деяких прикладах це зручніше—розв’язати 
проблему інакше. Хай маємо сім’ю

Ф(х,  у , а, Ь) =  О
де а, b зв’язано співвідношенням

о (а , b) —  0
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З-за останнього рівнання b ножна вважати за функцію а 
і тому диференціювання дасть

аьа -у- визначається з da

. . , db
,P'i +  tp6^ ==0-

dbВиключивши дістанемо з двох останніх рівнань

Ф 'а  ?'»■~  Ф 'о ? '*  -  T & j y f  ** '0 

і розв’язок маємо з трьох рівнань

Ф = о , (р =  о, =  о
Ца, Ь)

dbАле можна визначити ~  =  5 і виключати а, Ь, с з чотирьох 
рівнань

Ф » 0 ,  <р ~  о, Ф’Л - |-  сф'е, =  0, (p'd -J- Сср'й =  О,

Можна ще інакше розглядати останнє рівнання 

Ф'а f'b — Ф'ь </« — О.

Його можна розглядати, як наслідок рівнань

Ф'а “Ь  Х ? 'а  —  о 

Ф'ь “І- Щ'ь =  0

тобто частинні похідні від
Ф  -J-- X (р

по а, Ь як незалежним змінним.
Отже обгортку можна також дістати, як результат виклю­

чення a, b, X з чотирьох рівнань
Ф =  0, =  - Г  Ц ' а  —  0, Ф ’„ - f  Х®'ь== 0.

Наприклад, обгортку еліпс

S+I—<>
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ва умови

дістанемо г  рівнань
a2 -f- й'г

2ж
а а

-f- X . 2q =  0, або — -j- Xflt =  О

-■^i +  X .2& =  0

а*

і !
г?»-]-Х& =  о

Помножимо два рівнання відповідно на а , Ь і складемо, тоді 

— 1 +  Шг — 0 т. т. X =  ~ г.

Отже

і зрештою 

g шукана обгортка.

а А —  k? X і а 2 =  +  к х

=  Ь* =  ± к у

4 -ж 4 -у-х^к

§  36 . Застосованая теорії обгорток.

І. Теорема. Крива лінія —  геометричне місце точок —  є обгортка ї ї  
дотичних.

В рівняні дотичної до кривої у  =  /(ж)
Y — g — y f ( X — x) — 0

х  можна вважати за параметр. Тоді диференціювання дав

-ііЧ-и'-іЛ (*-*)= 0 х^х(у"фо)

і за рівнянням дотичної
Y = y .

Для обгортки дотичних характеристичною точкою в точка 
дотику, і тому обгортка в сама крива.

Н. Теорема. Еволюта кривої є обгортка ї ї  нориалів.
Диференціюємо рівнання нормалі

маємо

Отже
Y — у  ■

X — x +  y’{ Y ~ y ) = * o  

■І — уп + у " Ч  —  у)*=о. 

1 +  &"
У

Х — х - у ,
у

це і є рівнання еволюти.
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3. Знайти обгортку прямих, що відтинають на вісях коорди­
нат трикутник сталої площі ( =  гіпербола).

4. — Обгортку поляр сталої точки відносно всіх софокусних 
еліпс та гіперболь (параболя).

5. — Обгортку еліпс із сталою сумою осей.
6. —Обгортку боку прямого кута, що його вершина рухається 

вздовж прямої, а другій бік проходить через сталу точку.
Ш. Задача про навстини.
1) К а в с т и к а  в і д б и в а й  

У

f - « - Р

я. Хай із світлої точки Q =  (a , Ь) 
виходять промені і, дійшовши 
кривої (О), відбиваються. їхня 
обгортка називається кавстикого 
відбивання або катакавстикою 
кривої (С ).

Кут а дотичної Т И  до (67) 
в точці її М , кут т променя, що 
падає в М  з світлої точки Q 
та р променя відбитого зв’язані 
за законом відбивання рівністю

/_QM1V' = / Ш

1Г

звідкіль

Зваживши, що
t ga :

P =  jr +  2a 

У' ї tg 2a
l — y * ’ x — a

І тому

tgp  =  tg(2a— Tf)< t g  2a —7 tg  Y 
1 +  tg  ї  tg  2a

дістанемо рівнання прямої

2 у' y  — b
1 — у'2 х — a

, ! 2 (Т/ -  bW
~г  (x — a)(i— у ’2)

V zy'jx — а)  ~  {у 6 ) (1 — у1*)
у  (х — a) (1  -  у'2) 4 - 2(у — щ > { Х ~ х ) ,

або
[{х — а) (1 — і / г) +  2 (у — Ь)у'] (У — у) 4 - 

+  [{У — Ь){ і — у /2) — 2 у'(х — а)] { Х — х} =  0 .



Друге рівнанвя задачі є похідна від цього

[2(у — Ь)у" — 2у'у"{х — а) 4 - 1  -j- уп] [Y— у) —
— W '( x  —  а +  У*ІУ — ь)) 4- у'{ 1 +  у'г)) { Х — х) 4-

4 -  ( 1 +  у"1){у'{% — а) — (ї/ — & ) ) = 0
у, у', у" треба визначити через х  за рівнанням кривої. 

Коли Q зливається з О, маємо а =  о =  5.
Рівняння набувають форми

Е  : [ х(1 4 -  У '2) +  Щ У  —  № )] Y-\~ [y(l +  у '2) — 2у'(,:с +  у  у')} X

=  q { x + y y ') ( y — %y')>
Е а' : [14- у'2 +  -21ҐХУ — ху'\І Г4~ [— І/'О +  У'*) “  2у"(х +  уу’)\ 

=  У(У —  %У') (1 +  1Ґ) —  2»"[я!(їв 4- уу ')  — УІУ — жу')ї- 

Розв’язуючи їх відносно X  та Y дістанемо
і

у'(у ~~ хуУ  — у"х(х* 4 -  у»)
(і 4- 2/'г) (ж^— &0 — 2y"(xa4-y2) *

g У"{кг +  У г)У -\-{ У ~  я у У
(1 4 - у,а) {ху' — у) — 2у"{Х‘і -\-у‘і) ‘

П р и к л а д :  К а т а к а в с т н к а  к о л а  в і д н о с н о  т о ч к и  
й о г о  п е р и ф е р і ї .

Хай світла точка міститься в початку координат: Qs=(0, 0), 
рівняння кола хай

х2-\-у'і =  2##
є і  > Ж і

ж 4- уу =«> у “  —— , 14- 2/
ах
Т ’

а2 
¥

Отже
2 а ~~-х . і tJE  . 2ах

х = - V у* Vs
а1 ах , Л а1 „-------Р 2 - г . 2а£
у* У Уг

2х За — х  
З а

Г =

4  a2 о і
2 -----g-.2aa:y4“У

a2 ax
i.r

a*— -------- л_ 2
у 2 У ^  У2

2 ax

2_
3

't-
ах
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Включивши х,  %j за допомогою рівнання кола маємо остаточно

[х2 -j~ у 2 — 2-Axf -f іа 'г
х-г л . ^ 2 . 1 важ =  0 ,

це є Паскалів равлик.
2) К а в с т и к а  п е р е л о м л е н н я  (діякавстика).
Хай Q =  (а, Ь) світла точка (для спрощення обчислень потім 

віднесемо її до початку координат).
За законом перелом­

лення промінь, що падає, 
і промінь переломлений, 
утворюють з нормалею 
кривої в точці падання 
такі кути, яких синуси 
мають стале відношення 
( =  показникові перелом­
лення),— хай п .

sine
smx

Тому

teP —

sm j 

п  sin J

■■ п  sm х-

П tang 7
VT •W2sinax j/ 1 -j-  (1 — П2) t g 2x

Хай M — точка кривої y  —  f ( x ) ,  що є- границею середовища 
переломлення, р  — кут Q M  з ОХ:

, У --  Ь , . Я
tangР = ~ - .  Р =  « +  т +  ^-

кут променя переломленого з віссю Х - ів  хай q

« = = « +  g— Р, tangff =  ootg(a — р).
Отже

MS-- Y — V  -S 1 + y ' t g P
А ^ Г  “  C°tg  (P “  K) ~

tg (a +  x )=  — cofcgp: ■a

9 другого боку

tg(« +  x) = y ,J r  tgx 
і —y t g x '
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Коли Баяти, щоб спростити перетворення, а =  6 =  0, то
хАгУУ'y y ' - b y t g - i + x — z y '— xy' tg * r= 0 . \  tg?= Щ — У

Отже
n (x  +  ijy')

іЛхуг—¥ Г х ( 1 ~ п 2)(ж +  ууУ  ~
_____________ п(ае +  уу')
~~ V{®2 +  У2) і 1 +  2/'гі — «® (ж +  Д?/)‘г

1  У  —  t g p  —  у *  { л  %1

Діякавстика є обгорткою цих прямих.

Приклади.

1. Діякавстика прямої у  — к  для пучка променів, що виходять
3 податку координат.

Маємо
, ______ пх______ __ п:г

У 0 , кв р {/ ж1* (1 — п*) /і2 v
4
Коли для спрощення

ТОДІ
г =  і /  х 2 (і — п 2) -j-

_ СЕ? (1 ---« а)
г

Промінь переломленний
пх  (Y — к) — г (Х  — х) =  0 .

Його похідна по х:
п (Г  — к) — r ’ (X  ~~ х) г  =  0 .

Звідсіль
г

але

тому

Y — k ~

XT' — r

2 -rr ГХ, X — x--
n { x r ’ — r )  ’ "  ~ X T ' — r

_ — n 2) — r _ __ k2
r r '

XT4 k2 — гг ж8{1 —



а значнт;
у
З

Але
[ (Y — k).n№)]3 = г а,

2_ к'-Х 
1 — те* —  X і

отже остаточно 

(F

Г2 — X2 (1 —  « 2) = №.

4 2
/г п 3 -------

2 4
X s №

а ■ (1 — те2) =  №
(1 — я 2)3

або
2

L Ts -
[» (Г — А)]8 -------- ----- r-=/fc3

(1 — те2)3"
Де е еволюта кривої другого порядку, що має фокус у світ­

лій точці.
2. Діякаветика (і катакавстика) логаритмічної спіралі від­

носно полюса е також логаритмічна спираль.



Р о з д і л  II.

Теорія кривих і поверхонь у проеторі.
§ 1. Означення. Види рівнань поверхні та кривої в просторі.

Положення точки в просторі визначається трьома координа­
тами. Якщо ці три координати зв’язані поміж себе о д н и м  
співвідношенням, то дві координати з цих трьох можна вважати 
за довільні і їм можна надавати всіляких значень, а третя 
координата, через згадану залежність, дістає певних значень 
відповідно до кожної пари значень перших двох. Хай дано 
в системі прямокутних координат, напр., рівнання.

s * = f ( x , y ) .  ( 1 )

Взявши якунебудь пару значень для х  та у , тобто яку- 
небудь точку площини X O Y ,  за (1)-м дістанемо для з  певне 
значення, і, тому, на перпендикулярі до площини X O Y ,  що 
його піднесено в точці (х , у , з ), визначимо певну точку, відда­
лену саме на те значення з  від площини X O Y .  Ввесь збір цих 
точок дає поверхню.— Але поверхню можна ще задати рівнян­
ням виду

Е(<в,у,г) =  0 , (2)
що не розв’язане відносно з ,  або, на останнє, всі три коорди­
нати можна визначати, як функції двох ,  незалежних змінних, 
я к і, позначімо, наприклад, через и  та v. Тоді

x ~ < p ( u , v ) ,  у  =  ф (u , v), з  —  Х ( и ,  ю). (3)
будуть рівнання поверхні в параметричній формі. Останньої 
форми найчастіше вживають у теорії поверхонь; — перша є ча­
стинним випадком останньої, коли

х  =  и ,  y  =  v, s  =  f ( u , v ) .

Якщо ж % , у , з  є функції лише однієї змінної, напр.

£ =  <р {*), У =  Ф (*)» з = / {t). (4)
і



то маємо не поверхню, а лінію в просторі.
Виключення з (4) t  дає, кажучи взагалі, двоє співвідношень 

поміж х ,  у ,  s

Ф (х , у ,  z )  =  0, V (г, у ,  з) =  о (5)
і  через де крива визначається як перетин двох поверхонь. Але 
не всяку криву можна визначити, як ш о в н и й  перетин двох 
поверхонь. (Ут, якщо перетинаються два конуси 2-го порядку 
так, що мають спільну твірну, то лінія їх перетину складається 
з цієї твірної та ще з кривої. І, значить, ця остання не буде 
повним перетином двох поверхонь. Справді, довільна площина 
перетинав кожну з конічних поверхонь по кривій 2-го порядку, 
а ці дві криві перетинаються в 4-х точках, з яких одна завжди 
є слід твірної на січній площині. Отже на долю к р и в о ї  пере­
тину обох конусів залишається лише з точки. Маємо, значить, 
криву, що з довільною площиною перетинається в 3-х точках. 
А щ о  п о р я д к о м  кривої в  просторі вазивают число точок її пе­
ретину з довільною площиною, то ми можемо сказати, що крива 
перетину зазначених конусів є крива 3-го порядку. Вона зветься 
к о с и м  к о н і ч н и м  с і ч е н н я м .

Рівняння (4) можуть визначати й плоску криву.
Для цього треба й досить, щоб існували такі чотири сталі 

величини А, В, С, D, за яких рівнання площини

Ах  +  By -\-G s-\-D -= 0
справджувалося б заміною х ,  у ,  з їх виразами (4) для довіль­
ного t, тобто мусить існувати тотожність:

Аїр (t) В '}1 (t) -}- СУ. (/) -j- D  =  0 .
Взявши ВІД цієї тотожносте тричі похідну по і, дістанемо:

А 'Ї(І)Л -В Ї(І)  +  С 7 П Л ) ^
A f  (t) -{- (іt) +  СУ" it) =  О.
A f '  (t) 4- £ 'Г  (О 4- СУ-'" {і) => 0.

Щоб ці рівнання були сумісні при відмінних від нуля кое­
фіцієнтах А, В, С треба, щоб дорівнював нулеві детермінант

>1/
і

в у з,» у•*> у у

У = 0, тобто ж" у" з"
В"
і

У." у"'

128



Це і  є доконечна умова того, що крива плоска, покажімо, 
що вона е й достатня. Справді, завжди можна знайти такі 
Д, В, С як функції t, щоб справджувались співвідношення

Acp'-f В>у-\-СХ' =  о (ба)
A f  +  - f  67." =  0 (8b)

За  наявностн (6 ) ці функції е такі, що також
СУ."' — 0 (6с)

Продиференціювавши (ба) та взявши на увагу (бЬ) маємо
А У  +  В Ц + С Т ^ О .  (6d)

Продиференціювавши (6b), з-за рівности (бс), маємо
A Y  4- £'ф" +  іП ■" =» 0 . (бе)

З рівнання (6d, е) та (6 а, Ь) виходить, що

А ~~ В  С
Звідсіль, якщо ні одна з функцій А, В , С не є нуль, мусить бути 

(log А)’ =  (log BY =  (log С)'
тобто

log 4  =  log 67 +  log а 
log В  =  log С ф- log b,

де а  та б сталі. Але тоді, аа всякого t. функції у, ф, х справ­
джують тотожність

щ '  4 -  Щг 4 ~  X' =  о

при а та б сталих, тобто існує така площина
ах  +  by 4 - з = е

в якій містяться всі точки кривої. Залишилось, розібрати ви­
падок, коли одна з функцій А, В , С, напр. 0  дорівнює нулеві. 
Але тоді дорівнює нулеві пропорційний до неї мінор: тобто

~Т=-Г> або lgp, =  lga5/ 4 -lgc , або у' =  сх' і у =  сх +  с\ у &
тобто знов ір та ф такі, що точки •‘кривої містяться в площині

у = с х - J-c'.

Зауважимо, що той випадок, коли одну з координат, напр. х, 
узято за зміну незалежну, є окремим випадком рівнань (4); 
тоді (4) зводяться на такі

у =  ${х), ss =  x{x). і
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Такі самі види рівнянь поверхні й кривої матимемо й за 
всякої іншої системи координат. Про характер функцій, що 
входять у склад рівнаць (4) або (7) можна зробити ті самі заува­
ження, які зроблено було відносно плоских кривих: ми беремо 
такі криві та поверхні, для яких функції, що входять у рів­
няння, мають похідні 1-го, 2-го, 8 -го порядків і які лише в окре­
мих точках можуть ставати безконечно-великі; ці точки м и  
залишаємо поза розглядом. Крім того, ми називаємо з в и ч а й ­
н и м и  ті точки, для яких scf, y ' t з' (відповідно F'x, F'y, Е'г) 
разом не дорівнюють нулеві.

Приклади поверхонь.
і)  Поверхня хвилі

а 2х 2 Ь2у2 , с'2 з2 _
~~ 0

Де
Г2 =  X2 +  у2 -f- Zг, 

або
О =  (х2 -}- у 2 -ь за) {а2х2 +  b2y2 +  с2з2) — [а2х 2 ІЬ2 +  с2) 4 - 

+  Ь2у 2 (с2 +  a2) - f  c2z2 (a2 - f  b2) - f  а Ч 2
2) Ґвинтова поверхня — геометричне місце перпендикулярів, 

спущених з точок ґвинтової лінії на її вісь

у = -х  tang — ,с
або з = с .  arc tang

3) Катеноїд =  поверхня, що утворюється обертанням ланцЮ' 
гової лінії (лінії провісу) навколо її основи

a V  £.Хч +  у 2— —  ( е ° + е І
2
, або s — a log У х2 +  у2 4- j / x 2-^- у2 

а
а2

4) поверхня, для якої об'єм паралелепіпеда, що утворюється
площинами координат та длощинами проектування точки (х, у, з) 
на вісі, є величина стала: [хуз — а3 4 5 6.

5) Т о р  (поверхня, що утворюється обертанням кола від­
носно вісі, що міститься в його площині, а л е  не п р о х о д и т ь  
ч е р е з  ц е н т р

(.х 2 4- у2 -{- з2 +  Ь2 — а 2)3 — 4 b2{x2 -f- у2) — о.
6 ) Поверхня обертання кривої з  =  f{x) навколо вісі з-ів

з  є  f ( ] / x ^ ^ у 2).
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7) Поверхня обертання кривої
х — ф ) ,  у =  ф(в)

навколо вісі з-ів
X і +  у3 4 =  <р (з)* 4- ф(з)2

8) Циліндроїд B a l l 1 а (геометричне місце осей пучка ліній­
них комплексів)

3. (ж24 -у*) — (6  — о)жу =  0 .

Принлади кривих подвійної кривини.
1) Кривих 2 -го  степеня крій п л о є н и х  конічних січень не існує.

Справді, хай
x  —  a P - ^ b t ^ c ,  у  —  а 'Р  -j- b't -j- с', z  =  а " Р  -{- b”t  -f~ c". 

Можна завжди знайти сталі и ,  v, w, щоб тотожно справ­
джувалось

и х  -f- vy -f- we -f- а =  о,
заміною х ,  у ,  з  вищезазначеними функціями. Справді, для цього 
мусить бути

аи 4- ofv 4- o!'w =  О, Ьи  -f- b'v -f- B"w — О, си 4~ c'v 4- c"w -f- a> =  0.
2 ) К о с е  конічне січення. Якщо ср, ф, х в многочлени 3 -го  сте­

пеню, то дістанемо або плоску криву 3-го порядку, або к о с е  
к о н і ч н е  с і ч е н н я .

З безконечно-далекою площиною ця крива може мати: І одну 
реальну і дві уявні спряжені точки перетину (тин: к у б і ч н а  
е л і п с а ) ;  II — три реальні й різні точки (— к у б і ч н а  г і п е р ­
бола) ;  III — одну просту й одну двійну точку перетину 
(— к у б і ч н а  г і п е р б о л і ч н а  п а р а б о л я )  та ІУ — трійну 
точку перетину (кубічна параболя Seydewitz’a). C r e m o n a  дає 
для цих кривих у косокутних координатах рівнання 

а Р  _ ЬР  _ e t

3) Сфероконїки — перетин конуса 2-го порядку з сферою, центр 
якої міститься в вершині конуса, наз. с ф е р и ч н о ю  е л і п е о ю

^ + » * + в ‘ = в л

4) Ґ в и н т о в а  лінія на прямому круговому циліндрі утво­
рює сталий кут з його твірними:

х  —  a  cos t  
у  ~  a  sin t  
£■ =  т . a t
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5) К о н і ч н а  ґ в и н т о в а  лінія перетинав лід сталим ку­
том 7 твірні прямого кругового конуса:

х  =  р0 е*9 cos Є sin 7, у ~  ро е*9 sin Є sin 7, г =  рв ек* eos у, 
і в перетин кругового конуса

х г +  Vі — г2 tg4?
та прямого циліндру, що мав за основу логаритмічну епіралю

р ~  ро Sin 7 . 6*8.

А. Криві в просторі.

§ 2. Довжина дуги та елементи дуги.

Хай дано якусь криву в просторі (вважаємо її за безпе­
рервну); візьмім на ній дві точки А та В  і з’єднаймо їх прямого; 
тоді дістанемо, що шлях від А 
до В  прямого АВ  буде коротший 
за всякий інший, а значить і за 
шлях вздовж кривої. Якщо взяти 
між А  та Б  декілька точок, напр. 
дві — С та В  — то довжина L\ 
ламаної ACDB буде більшою за AB — L q. Взявши знов точки на 
кривій між А та С, між С та В, між D та В  і з’єднавши їх послі­
довно відтинками прямої, дістанемо нову ламану, якої довжина 
Ь2, буде більша за Li.

Продовжуючи далі той же самий процес, виміряючи щоразу 
периметри ламаних ліній, що утворюємо, ми дістанемо ряд 
висхідних чисел £ 0< Б і  Якщо цей ряд має границю,
то цю границю ми й назвемо д о в ж и н о ю  д у г и  к р и в о ї  АВ. 
Окремий бік ламаної лінії, коли число цих боків стає будьяк 
великий, а кожний бік будьяк малий, назвемо е л е м е н т о м  
д у  г и  і позначимо ds.

Якщо х, у, s  координати початку цього елемента, то проекції 
його на осі будуть dx, dy, dz і значить

ds2 =  dxz -{- dy'2 ~j- dz1. Б

Косинуси кутів, що цей елемент творить з осями коорди­
нат, визначаться відношеннями

dx dy ds 
ds’ W  ds
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_d x ______ _______ (Іу______ ______ d z
y ' d x 2 -f d y  2 d s 2’ \ / d x 2 -f- d y 2 4- d s 2’ |/&ca -\~ d y 2 -f- d s l

Якщо крива міститься на поверхні, то диференціяли dx ,  d y ,  d s  
для ї ї  точок не довільні, а зв’язані співвідношенням dF =  О 
і мусять вдовольняти умові

F 'x d x  -f- F y  d y  +  F'z —  0.
Якщо ж поверхню задано рівнаннями в параметричній 

формі (3), то
d x  =  х 'и  d u  +  x'v d v  
d y  =  y'u d u  +  y'v dv
d z  —  z'y, d u  -f- z ' v dv.

Значить, елемент визначиться
d s 2 e= E  d u 2 -{- 2F d u  d v  -f- O dd2 (9)

якщо позначити за Ґавсом
=  +  +  і

M ~ z ' u X ' v ~\-y'u y ' v - y s ' u s ' J  (10).
G —  х \  4- у '2,- 4- F 2% j

Зокрема якщо поверхню задано рівнанням виду (1), то 
Е —  1 + Р * 5 Е ~ р д ,  G =  i - \ - f

і елемент дуги:
d s 2 =  (І + р 3) d x 2 +  2p q  d x  d y  -у (1 -f- f ) d y 2.

За Ойлеровою тотожністю маємо:
EG — F2 =  (y'u s'v — г'и y \ f  +  Wu x'v — x'u s '®)2 +  У * — а/, у'и?

Отже
EG — F 2 >  o, F 2 — EG <  0

і тому не і с н у є  р е а л ь н и х  значень відношення *’/<»», за 
яких би d s2 знищувалось, а тому права частина виразу для d s 2 
не розкладається на добуток двох лінійних відносно d u , d v  
множників а реальними коефіцієнтами і через те не існує таких 
реальних напрямів на поверхні, дляякпх би d s 2 — 0 . Але дорів­
нявши d s 2 нулеві, ми дістаємо в кожній точці поверхні два 
у я в н и х  напрями, що огинають дві системи ліній (уявних), які 
називаються мінімальними.

В дальшому приймаємо, що ds2fQ .
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Візьмім на кривій (4) точку М, що відповідає значенню пара­
метра t і близьку до неї Mt, відповідну параметрові 
Рівнаннн прямої М М 'Е

Х — х  _ У — у  m Z  — з
Ах ~~ Ау “  ‘Дг 

Де
Дж =  (р (( 4  Д<) — ф ( ж )  — 4  tp"(# 4  0'A£) —

1 1 2
Л*2

Ду «  щ 4 м ) — ф ) =  у і ш + f i t + п"М) -= ~-£

Де =  - / i t+ A t) -  y(:r)= -/(^дг 4  * 4  +  V M )

Увівши ці значення Дд, Ду, Дг у рівнання прямої та помно­
живши всі відношення на Д2 дістанемо:

X —х У— у _

?' 4  ? 4  4  б'ДО -у <К 4  ’’/ V  4  e"&t) ---

_ _ ____ 4  — З______
А І-

§ 3. Дотична пряиа дотична площина.

Перейдімо до границь, за умови щ о  М '  наближається зли- 
тися з M i A t —>0. Рівнання набудуть вигляду

X — х  __ У — У __ Z  — з 
%’ у’ У (П)

Косинуси кутів цієї прямої 8 ОСЯМИ є:
xJ _ dx

Ч - 4  +  Уг "~ «•*»
_____ ?/_ ^  ay
у/хГі -\-уи -\-г'і ~ds
______ є' ____ ds

^  as
Ця пряма буде містити не тільки точку (х ,  у ,  з), але й увесь 

суміжний з нею елемент дуги кривої. Вона називається д о т и ч- 
ною до кривої, а (х , у ,  г )  — точкою дотику. Рівнання дотичної 
ми дістали тим самим способом, яким діставали рівнання до-
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ТЙЧНОЇ плоскої кривої. Для того, щоб дотична в точці {ос, у, з) 
існувала, треба, щоб функції <р, ф, у мали для відповідного зна­
чення параметра t  певну похідну. Якщо криву задано рівнян­
нями виду (5), то вважаючи їх за результат виключення t з рів­
нянь (4), ми мусимо дістати тотожності після підстановки до 
них виразів для х, у, з  через t.

Тому, похідні від лівих частин (5), які взято за такого при­
пущення, мусять тотожно дорівнювати нулеві, тобто

=  (р х  х '  - J -  [р'у  у ’  +  <р'г z '  —  О

«й, <12>
—  ф'а; Х' +  ф '„  У' фг 3'—  О

Звідціль х% у', я! пропорційні детермінантам 2-го порядку, скла- 
даним з коефіцієнтів рівнянь (12)

х У'
ф'і/Ф'г — ф'*Ф 'у <р'з ф® — ф'хг ф'г

( 1 3 )

Ми дійдемо того самого результату, поділивши (12) на одну 
з похідних, напр. %' розв’язавши їх відносно

?/ . s'
1 ж'

Порівнявши (13) та (11) дістанемо рівняння дотичної до кривої, 
яку задано рівняннями (5)

х  — х ____=  _  у ....у z -

1 ф г Ф у ф з Ф’х 'f ге Ф г ф'ж ф у ~м * - ■y'xYv
(14)

Але можна й безпосередньо замінити в (12) х', у', я' через 
пропорційні до них за (11) величини X — х, Y — у , Z  — з і так 
дістати рівняння

Ф* ( X - x )  +  4'v { Y - y )  +  j ,  ( Z - z ) ^ 0
15

Ф'х ( X - х )  +  ф;  ( У - у) +  ф'.(Z — з) =  о
Розв’язавши сумісно ці рівняння відносно X — х , У— y ,Z —в 

знов дістанемо рівняння (14). Отже рівняння (15) також визна­
чають дотичну до кривої (5), і саме як перетин двох площин, 
що проходять через точку дотику (ж, у, з).

Уявім тепер, що зберігаючи поверхню ф{х, у, г) ■= 0  незмінною 
ми брали б такі різні поверхні §{х,у, з) — 0 , що проходили б 
через узяту нами точку і які, значить, перетинали б поверхню
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ф(х,у, г) =  0 по кризах, що також проходять через цю точку. 
Тоді з двох рівяань (15), що при цьому щоразу будуть визна­
чати дотичну до кривої перетину, перше рівнинна залишається 
незмінне. Отже, воно визначав площину, що містить дотичні 
до всіляких кривих, проведених на поверхні ф % у,г)--~  0 через 
узяту точку. Цю площину називають д о т и ч н о ю  п л о щ и н о ю  
поверхні Ф ~  О В ТОЧЦІ її (ж, у ,  з).

Рівнання дотичної площини можна дістати безпосередньо, 
виходячи з означення її, як геометричного місця дотичних до 
всіх кривих, нарисованих на поверхні, і які всі проходять 
через точку її М  г= (ж, у, г).

Пряма, що проходить через М ,  визначається рівнянням

X — % У — у  Z — г
І та п ■ Р (І* 4- таа - f «* =  і).

Звідціль
X — х  + 1.р, К =  у т .р, Z  —  z - ^ n .р 

Точки перетину її з поверхнею

ф (ж, У, Z) =  О

визначаються тими значіннями р, що справджують рівнаиня

ф{х-\-Ір, у  А- то, з +  яр) =  0.

Розгорнувши ліву частину за західними степенями дістанемо 
О =  фіх, у, si 4- а {Іф'х 4- т/їу  4- пф'х) 4-

4- у -у  У*#'™ +  т і Ф"т 2 тпфГу,) ■+-

Якщо М  міститься на поверхні, вільний член в нуль і рів­
нання мав один корінь р — о. Якщо стає нулем і коефіцієнт 
при р:

Іф’х +  тф'у +  пф'я — О

то рівнання має двійнин корінь р =  0 і відповідна пряма ма­
тиме з поверхнею дві спільні з л и т і  точки, тобто дотикається 
поверхні. Геометричне місце всіх цих прямих дістанемо, замі­
нивши в попередній умові дошку величини І, та, п  на пропор­
ційні до них за рівнянням прямої величинами Х — х, У— у, Z  г ,  
що й приводить до рівнаиня (15).



Означення. Візьмім якунебудь поверхню ( F )  і якусь криву (С у  
мають спільну юпку М  (x ,y ,z). Будемо казати, що к р и в а  

у Ь  (С) м а є  з п о в е р х ^ е ю  (F) до-
____________. .. т и к  п-го п о р я д к у ,  я к щ о

j  /  в з я в ш и  н а  (С ) т о ч к у  М ',
б е з к о н е ч н о-б л я  з ь к у до М г 
і п р о в і в ш и  ч е р е з  М  и ря- 
м у  не  п а р а л е л ь н у  д о т и ч ­
н і й  п л о щ и н і  п о в е р х н і  в 
т о ч ц і  М ,  до з у с т р і ч і  ї ї  
з п о в е р х н е ю  в т о ч ц і  М ",  
ми д і с т а н е м о ,  що в і д т и ­
н о к  ЛІ'ЛІ" е б е з к о н е ч н о -  

м а л а  п о р я д к у  (w -f 1)-го в і д н о с н о  в і д д а л і  М М '
Хай поверхню {F) визначено рівн&нням

F {v ,y ,e )  — 0 , (2 )
а криву (С) рівнянням у параметричній формі

а- =  <р(*), У =  Ф(*)і ® =  х(*). (4)
Наведене вище означення дотику (п  і)-го порядку при­

зводить до таких аналітичних критеріїв.
Хай Л Ґ  мав координати y t , і відповідав значенню U 

нараметра t. Хай M ’ M ’ =  d  і X, р, v в косинуси кутів М ' М "  
а осями координат. Тоді координати точки М "  е

+  у  — у  і -f  }пХ, 2 =  a,4-v(£f.
Вони мусять вдовольняти рівняння (2), значить 

0 = F  (sot 4~Хг/, у  і -j- \*d, 2 j4~v^)- 
Розгорнувши праву частину в Тейлорін ряд, дістанемо:

0  —  F  ( х и  Уі, Єі)  +  d . ( X F '^  -j- v F ’n  4- vF',t) 4- d *=  £.

де <?*'.£ позначає суму таких членів, що містять <? в степенях
2-ій та вище. Точка М '  за припущенням в безконечно близька 
до М; тому головна частина множника при d, тобто головна 

частина

дорівнює

§ 4. Дотик кривої з поверхнею.

X

137



і значить в і д м і н н а  в і д  н у л я .  Справді, остання величина 
є пропорційна до косинуса кута М 'М  " з перпендикуляром до 
дотичної площини поверхні (2) в точці М  і, значить, відмінна 
від нуля, бо за умови цей кут відмінний від прямого. Тому, 
щоб рівнання (1 6) справджувалось, треба щоб

■F&utfuSl)
та d  були членами одного виміру. Але

d =  ММ! =  V  +  Wt ~~УЇ*-\- — гр —

=  А  - 1) V  +
де а прямує ДО НУЛЯ раЗОМ З (Іі —  І). Тому, щоб й  було («-j- і )-ГО 
порядку малости відносно, ММ'  треба, щоб результат підста- 
новлення в рівнання поверхні координат точки М', безконечно- 
близької до Ж і такої, що міститься на (G), був би (»4 -і)-го  
порядку відносно різниці значень параметра t  та А, що відпо­
відають точкам М  та Л1'.

Значить, коли розгорнути
Р А ь  уи  ) -= Р(& і — t) ), ^ {t -f- (t і — t ) ), У-it- f- A  — t)

за степенями A  —  t), то в розгортанні мусять знищитись всі 
члени, ЩО МІСТЯТЬ [ti — t) у  степенях нижчих За (п -\-  1)-Й. 

Отже, якщо

то для иаявности дотику »-го порядку треба, щоб справджу­
вались ( » + і )  таких умов

А  (/) =  о, А ' (t) =  о, А "  (0 =  0,... {t) =  о.

§ 5. Щільнодотична площина.

Рівнання площини
Ах  — Му — (7з —f- В  ‘===l О

містить т р и  довільні сталі, —відношення трьох коефіцієнтів до
4-го. Тому, щоб площина мала з кривою дотик якнайвищого 
порядку, можна накласти т р и  умови, тобто п л о щ и н а  м о ж е  
м а т и  з к р и в о ю  д о т и к  2-го п о р я д к у ;  для цього треба 
справдити умови

А х  -{“ B y  -j- С з  -J- D  =  0 (а), А х '  -j- B y '  -j— СіУ =  0 (b)
Ал" +  Ву" +  <Аг" =  0  (с) ^

138



з а  (4) х, у, з  вважаємо за функції-Д
Виключивши D  з рівнання площини з допомогою рівнання 

fl7 a) дістанемо:
А ( Х —  if) +  C ( Z —  «) =  0 (17d)

умови (17b) та (17 с) дадуть
A B C

У іЛ — г'У' з'х" - ■ х'г" х'ц" - - у"х"
Підставивши в ,(l7d) замість А ,  В  С  ці пропорційні до них 

величини, дістанемо рівнання площини, що має з кривою дотик 
2 -го порядку:

(і/з" — 2 'i f  ) ( X — х) +  (z'tf’ — x ' f )  ( У — у) +
4- № у"— у'я”) {Z— з) 

або в формі детермінанта

(18)

Х — х У - У Z  —  2

х ' У' з ’ = 0. (180
х " У" 2 "

Ця площина називається щ і л ь н о д о т и ч н о ю  площиною 
кривої (С) в точці М.

Для дотичної прямої
X  — х, Г — у , Z  — з

за (11), пропрорційні f ,  у \  s'; тому координати кожної точки 
дотичної до (О) в М  справджують (18): щ і л ь н о д о т и ч н а  
п л о щ и н а  п р о х о д и т ь  ч е р е з  д о т и ч н у  п р я м у .

Можна дістати рівнання щільнодотичної площини/виходячи 
з цього останнього факту. Через дотичну, як і через будь-яку 
пряму можна провести скільки завгодно площин. Можна вва­
жати, що кожна з цих плошин проходить не тільки через до. 
тичну, а й ще через якусь точку М ' (хи у ь Зі) кривої. Хай те­
пер М ' наближається до точки дотику М (%, у, з). Граничне по­
ложення, до якого прямує площина, про яку мовимо, і  є щільно- 
дотична площина. Справді, рівнання площини, що проходить 
через дотичну Й точку Уі, 2 \) є

Х — х, У — У, 2 - й
Хі — X, Уі — У, 2\ — 2

але х'

<хл — Х — Х' A t - f
У'

X?’
1 . 2

АР  +

з'

{1
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Т і  — з;,  у  1 - у ,  щ  -  з
в детермінант і віднявши з елементів 2-го рядка відповідні еле 
менти 3-го помножені a t ,  скоротимо на

і
і

О ■М*.

Кола перейдемо до границь за умови a t —> 0, дістанемо (18").
Щоб краще уявити собі вза­

ємне положення щільнодотичних 
площин точок кривої в просторі 
візьмемо рядок точок

Ри Р 2, Рь, Pit Рь
досить близьких. Через кожні 
три послідовні точки, тобто

Р і  Р і  Рз, Р г  Р з  P it P S р *  Р ь  
і т. д. проводимо площини, що 
можна зобразити відповідними 

Рис- 3- трикутниками.
Маємо фігуру, що схематично дає рис. 3. Тепер уявімо, що 

точки Рі, Р ї , . . .  зблукаються й у  границі збігаються. Послідовні 
площини стають щільнодотичні й, отже, коли точка рухається 
вздовж кривої, то її щільнодотична площина, що проходить 
завжди .через відповідну дотичну, не переноситься поступово 
але разом із тим обертається навколо дотичної.

Класифікація точок кривої за Staudt'om.

Можна поставити за мету виявити розположення кривої нав­
коло своєї (звичайної або особливої) точки.

Основний тріедр ділить простір навколо взятої точки на 
8 октантів. Аналогічно тому, як і для плоских кривих, можна 
припустити, що після першого октанту крива у взятій точці 
переходить у один з 8 октантів. Це відповідає 8 -мя можливим 
випадкам. — На увагу треба обрати, крім руху точки (Р) та 
відповідної дотичної (Г), ще й щільнодотичну площину (ОВ),

Позначімо(плюсом) поняття „продовжує", тобто той випа­
док, коли точка {Р) продовжує рухатись (триває) в тому ж на­
прямі, дотична повертається в щільнодотичній площині (ОЕ) 
навколо точки, щільнодотична площина продовжує повертатися

но



в тому ж напрямі. Навпаки знак „ — ” ^мінуи; л.&и uuon 
„зупинку" й рух у зворотньому напрямі.

Ось які тоді можуть бути різні можливі випадки поведінки 
кривої поблизу своєї точки.

Р т СЕ N Р  Т ОЕ

1 + 4" Ч~ 5 — -Ь 4-

2 + + — 6 _  + —
3 + — 4- 7 —  — +
4 + — — 8 —  — —

Ця класифікація належить S ta u d t 'y  (G e o m e tn e  d e r  L ag e).

§ 6. Нормальна площина, головна нормаля та бінормаля.

Плоска крива має в кожній точці одну нормалю. Крива 
в просторі має їх безліч. Всі вони містяться в площині, що 
проходить через точку перпендикулярно до дотичної. Ця пло­
щина називається н о р м а л ь н о ю  п л о щ и н о ю .  Її рівнання.

x ) + y /(Yl—  y) +  P {Z  — г) =  С (19)
Вона перетинав щільнодотичну площину по прямій, що про­

ходить через точку М  =з(х, у, s), і що називається г о л о в н о ю  
н о р м а л е ю .  Рівнання головної нормалі визначається системою 
рівнань (17) та (18) або, якщо розв’язати їх відновно X — х,
Y — у, Z — z.

X  — х Y — у Z — %
Hz' — б у  ~  Ctf —  M  ~  Ay' — Baf (20>

де А, В, С позначають коефіцієнти в рівнаяні щільнодотнчної 
площини. Друга знаменна нормаля є перпендикуляр до щільно- 
дотичної площини в точці дотику. Вона називається б і н о р м а ­
л е  ю. Її рівнання є

Х — х Y —  y Z — s 
А ~  В С (21)

Нас-станнє площина, що проходить через дотичну та бінор­
малях називається В и п р я м н о ю  п л о щ и н о ю .  Її рівнання 

(В* — Су') (Х — х)-\- (іОх' — Аг') (7  — у) -Ц 
-Ц (Ау' — Вх') (Z  — z) — О

ш



§  7. Кривина та  скрут. Сферична індинатрнса.
Подібно до того, як і для плоских кривих, за міру відхилу 

просторової кривої від прямої, тобто за міру кривини, можна 
взяти відношення кута між двома безконечно-близькими дотич­
ними до дуги кривої між точками дотику. Назвавши зазначе­
ний кут (= кут суміжяости) через s дістанемо:

ds (23)
е міра кривини.

Та крім цього кутча суміж- 
ности, що е кутом поміж двох 
послідовних елементів кривої 
і  що фігурує і в плоских кри­
вих, просторові криві приводять 
до іншого, нового поняття.

У  плоскої кривої і третій еле­
мент і всі інші дальші містяться 
в одній, тій  самій площині. Про­
сторова крива не вкладається 
(взагалі) в площині і з перехо­
дом від точки Р і до Р 3 (див. 
рис. з, с. 139) діставатимемо нову щільнодотичну площину. Кхт 
поміж двох безконечно-близьких щільнодотичних площин харак­
теризує відхил кривої від площини, від площинности. Його 
називають ку. том  с к р у т у  криво ї ,  а м і р ою  с к р у т у  або 
м і р ою  д р у г о ї  к р и в и н и  називають відношення кута скруту 
до елемента дуги М М '. Отже

якщо т е кут скруту. Звідціль і походить назва просторо­
вих кривих к р и в и м и  п о д в і й н о ї  к р и в и н и  (Clairaut) і  ве­
личини (23) мірою п е р ш о ї  кривини, а (24) мірою д р у г о ї  
кривини.

Щоб дістати аналітичні вирази для першої та другої кри­
вини, зручно завести поняття про так звану с ф е р и ч н у  і н д и ­
к а т р и с у .

Уявім собі систему прямих, що задано рівнаннями

X — х  Y — у    Z  —  а
а  b е

або я; х  —  т г - \ - р ,  у  =  п г - \ - д ,
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коефіцієнти яких залежать лише від одного параметра, 
схарактеризувати зміни напряму цих прямих зі зміною пара­
метра, будемо проводити через якусь одну довільну точку про­
стора, напр. через початок координат, прямі, паралельні з пря­
мими системи. Ц і допоміжні прямі утворять якусь конічну по­
верхню. Якхцо з тої самої точки, як з центра, проведемо сфе­
ричну поверхню з радіюсом— 1, то вона перетне зазначену

вище конічну поверхню по кривій, 
що й називається сферичною '  
і н д и к а т р и с о ю  для взятої си­
стеми прямих.

Кут поміж двох безконечно- 
близьких прямих виміряється ду­
гою сферичної індикатриси поміж 
двома точками, в яких ті дві прямі 
перетинають сферичну поверхню, 
бо безконечно малу дугу можна 
утотожнювати з дугою великого 
кола сфери, що з’єднує ці точки.

Збір дотичних, або головних нормалів, або бінормалів кривої 
додвійної кривини є така система прямих.

1. Сферична індикатриса дотичних є крива

fl

£ ~ а , 7j І — ч.

Якщо efc Є елемент ї ї  дуги, ТО Є:

<*> , *4 g y + ( g y + ( § j

da  і міра першої кривини

'day1
yd s  j  1 \ d s J  \ d 8 j

Обернута величина називається р а д і ю с о м  п е р ш о ї  к р и ­
в и н и  (як пересвідчимося далі, йому відповідав коло кривини). 

Отже

т% \ d s )  ^  \ d s j  ’ \ d s

а
36')

Якщо за незалежне змінне взяти дугу, то

d x d y dz



для радіюса кривини дістаємо дуже простий вираз

Якщо ж пезалежна змінна не є дуга, а яка інша, то

а ( - ї )
х! do. Vs /  Offs'-—s" of tip у" s' — f/s" (If s ' s — s's" 

' ~~ 7 ’ ds ~~ ~¥dt =  ”  s '3 ' d s=  s ' 3 d s =  I і

4  =  4  [(з" s' -  s"x ' f  +  (y"s' -  s" y ' f  +  is" s' -  s' s")* 2]

— ps [ s ' f s f 2 +  y"2 +  г"2) -  2 s' s" ж' £ж" - f  s"2 £:/'*]

= ̂  [(a; '2 -|- y'2 +  s '2) (ж" 2 -j- y" 2 -|- s"2) — (ж' x " -}- y' y" +  s' s" )2 

або з допомогою Оялерової тотожности

^  =» -Js [ (2/JV ' -  s' у" )2 +  (s' ж" -  ж' з")2 +  {ж' у" - 1/  ж")2].

Отже остаточно
(Ж' 2 +  у ' 2 +  г' 2)*/3

+  (s' ж" — ж' г" )2 -j- (%' У" — і/  ж")2 

Знак перед радикалом візьмім плюс, умовившись завжди 
брати абсолютну величину радіюса. Якщо t — oc, х '— і, а?" =  0 
і формула для г хоча й спрощується, але набирає несиметрич­
ного вигляду. Відзначімо, що в сферичної індикатриси дотич­
них власні дотичні є паралельні з головними нормалями даної 
кривої.

2. Сферична індикатриса бінорналів — дає можливість знайти ана­
літичний вираз м і р и  с к р у т у ,  обернуту величину якої нази­
вають р а д і ю с о м  с к р у т у ;  а п р о т е ,  цей останній не має 
т а к о ї геометричної інтерпретації, як радіюс першої кривини. 
Кут поміж двома сусідніми бінормалями вимірюється елементом 
дуги сферичної індикатриси бінормалів, отже

■z — d a ' — ]/ (IXі  ̂ j- бір.2 -р  d f

саме міра скруту
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ІЦо<5 визначити міру скруту через иилідпі 
треба знайти відповідні вирази для X', і*-', V.

їх ми можемо визначити двома способами. Поперше з рів­
няння щільнодотичної площини

X =  к . А — к (у'г" — Су"), р- = кВ — к (г'х" — а/г"), 
v =  кС — к (х’у" — у'х") 

де к визначається з умови
1 =  Xs+  ̂ -{-7* =

=  A* \(ij’z" — C y"f +  Уж"— xfC 'f +  (х'у" — у'у’УІ
отже

при цьому

к =  : о'З’

Хж'4~рУ+ ̂  =  0 . 
Хж" 4- ру" 4-ve" =  0.

З другої сторони, з

виходить 

а з

виходить

хх' 4 " рр1 ~Ь v/ = о

аХ +  Рр. 4 -  Ту — 0

аХ' 4 - Рр '  +  tv' =  —  У х  +  р V  +  r 'v) =

=  (ХУ +  Рі/' +  У ) . ■

л 1— (Хх" 4" 14/" +  vs") — С.

Порівнявши з рівнаннями, яким вдовольняють І, т, п, 
т. т. ZX4-wp.4-^v= О

la 4- wp +  «т — О,
робимо висновок, що

або
І т ~~ п ’

к'
ВС — Су' Gx' — As' ~  Ay' — Вх'

= _,___________] / г д г ^ д т 7 5 __________
--у '(А * -\- ЯЧ.:*у* — {А.ї і- By' -у  СС)

UT



Д'ебтО

Отже
) ' =  s’k'l =  kkf (В /  —  Су'), Iі'  =  в 'й 'т  =» кК (Ох’ —  Лз'),

■/ =. == М' (,Д?/ — Вх’).
Знак у правій частині рівности беремо плюс. Дифереп- 

щіюванням к ^ = к  ( y ' z " — s 'у" )  і т. д. дістанемо:

X' =  к'А +  к (у'г’” —By'") =  к~-), -+- к (у'й" — з’у’")гС
’Так саме

/  ^ к ’В А гк  (г’х’" — х'г'") =  ~  +  й (Ax’" — x ’z"')

v' ■= к'С -f- к (х/у"' — у'of") ̂  ^  v +  к {х’іГ  — y'xf")

Помноживши обидва вирази на X', / ,  V \ додаючи дістанемо 

X' 2 _{_ ,,/■> _f. v' 2 =  /TV2 =  lCls’ (IK +  m\>. +  m )  4 - 

+  A»*' £ (y V " — *У") ( B z  —  С у1} =  A2#' £ (у У " -  гУ") (-Вг' — Су') 
Але

FIs’ — Сі/ =  (z'xf — Ys'Os' — (Yy" — /х ґ ) \ /  == ж'V 2 — ж Ys" 
теж саме

CY — Am’ ~  {x'y" — y'jf’)x  — fy 's ' — A'/)sf =  у "s'- — y ’/s"

А /  — В  rf =  (y ’z "  — z  'y " ) y ' — (s 'x f  — ;r/z”)x f =  s'Y'2 — sYs" 

і  тому

£  iVY" — з'//") (В /  -  Су') — s'2 — гУ") - -

— s’/  ^ х ’іу’г’" — / i f ”)

x ” у ” z” & У z'
(y’z"' ~  of y"’) ~  xf y' s' II 1 w.

xf” •</” z’” ХҐ yf” sf'

ocf y ’ z'

2 *' (*V" — гУ") =  У У' *
Off” y"r s'"

=  0
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остаточне

' =  — r u

х' У' s'
X? V" •і/
хш У'" У"
;та , то s' —
а/ у'
п*!> „ ,tf _/тX У
хГ у'" V"■V

261

похідні взято по дузі S.
Дотичні сферичної індикатриси оінормалів в  паралельні 

,з головними нормалями к р и в о ї ,  (і/=  ifcV) і значить з дотич. 
ними у відповідних точках сферичної індикатриси дотичних.

з. Наостанне с ф е р и ч н а  і н д и к а т р и с а  г о л о в н и х  нор- 
м а л і в  приводить до так званої „ п е в н о ї  к р и в и н и 11, яка 
визначається через 1-шу та 2-гу кривини. Справді, як пересвід­
чимося далі, взявши дугу за незалежне змінне, дістанемо:

ОС- А.
V =  — —— (див. формули Frenet-Serret.

Отже, позначивши через д кут поміж двох безконечно-близьких 
головних нормалів і через р  — радіюс повної кривини, маємо:

cfs р  р 1 1

відставивши значення V, т \  г і  дістанемо

J L= i_ . і„2 «.а і „з • 27• рі

Якщо зважимо на те, що в прямокутному трикутнику, де а ,  
& катети, с — гіпотенуза, a h  хай висота спущена з вершини 
прямого кута на гіпотенузу, то

тому

т.

4-й2 =  с3, a b  —  c h  

a3-j-6* сг

1 Ч - 1
Отже р а д і ю с  п о в н о ї  к р и в д ш и  

д о р і в н ю є  п е р п е н д и к у л я р о в і ,
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с п у щ е н о м у  н а г і п о т е н у в у  з в е р ш и н и  п р я м о г о  к у ­
т а  п р я м о к у т н о г о  Д - к а , у я к о г о  к а т е т а м и  є г та р.

Далі
грр — . ■■

отже р  не може бути більше ні за г ні за р.
Якщо помножимо співвідношення (27) на as2, дійдемо спів­

відношення
YJ* =  Є2 -J- Т2.

Формула дає теорему Lancret: К в а д р а т  к у т а  п о в н о ї  
к р и в и н и  д о р і в н ю є  с у м і  к в а д р а т і в  к у т і в  с у м і ж -  
н о с т и  т а  с к р у т у .

Зауваживши, що і) s кут поміж двох безконечно-близьких 
випрямних площин, що є дотичні випрямної поверхні і стичні 
площини її ребра звороту (див. далі § 14), — можна попередню 
теорему формулювати ще й так: к в а д р а т  к у т а  с к р у т у  
р е б р а  з в о р о т у  в и п р я м н о ї  п о в е р х н і  д о р і в н ю є  с у м і  
к в а д р а т і в  к у т а  е у м і ж н о с т и  к р и в о ї  т а  к у т а  с у м і ж -  
н о с т и  р е б р а  з в о р о т у  п о л я р н о ї  п о в е р х н і  (бобінормалі 
та осі кривини в кожній точці кривої є паралельні).

§ 8. Формули Frenet-Serret.

Візьмім за незалежне змінне дугу, так, що криві визна­
чаються рівняннями:

У =  <Н»), z  =  УІР).
Позначивши знову похідні по цьому незалежному змінному

штрихами ('}, так що х! — —  і т. д., маємоas
X f2 +  f 2 +  s '2- = l  (1)
х' х1' -Ь у' у" 4 - s' г" =  0 (2)

іїизначім У косинусів а, р, у; І, т , п ;  X, у, 
координат

1. Дотична :
йх
ds — <  р =  у', у ^  s '

(29)

через похідні

(3 0 )

2 . П і н о р м а л я :  косинуси кутів її е пропорційні коефіцієн­
там рівнання щільнодотичної площини; якщо множник дропор- 
ційности позначити через то

к =  г(у' г" — s' у"), І». =  r(s' х" — x's"), 1 =  г{х' у" — у'х") (31)
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3. Г о л о в н а  н о р м а л я .  Її косинуси І, т, п  можна було б 
визначити з 6 -ти попередніх формул (IV, 2 ).

Але простіше можна так: за попереднім (II, 1 та 3)
аі -)- -j- ук =  О, XI +  pm 4 “ Ш =  О,

З  допомогою (ЗО) співвідношення (29,2) можна переписати так 
аж" -J- $у" -f- тз" — 0 .

і, скільки і, (і, v в пропорційні коефіцієнтам рівнання щільно- 
дотичної площини, то за § 5 (18 е.)

Хж" +  р ї/" -И 2"== 0 .
Порівнявши ці дві формули з II, 1, з висновуємо, що

І _ т _jn
х" у" з"

або, назвавші через А спільного знаменника трьох відношень 
І =  hx", т — hy", n — hs"

Підставивши ці значення ж", у", а" в (31), а також замінивши 
з/, у', s ' за (зо) і порівнявши з (IV, 3) дістанемо h =  r, тобто

Іе= г.х", т ~ г . у", п =  г .г "  (32)
Піднесенням до квадрата та додаванням дістанемо

г 2(ж"2 -J- у " ‘г 4~  з " 2) =  і ,
тобто приходимо до висновку, що уведений нами множник 
е радіюс першої кривини.

Виведемо формули для похідних 9 косинусів по дузі.
1 . Дотична —  З  (ЗО),

або за (32)
33).

2. Бінормаля. Дифференціюємо друге з рівнань (1) та (II, 2) — 
вибираємо ті рівнання, дифференціювання яких не вводить 
інших, ще не визначених, величин крім X', v' дістанемо

X X ' -jr  рр ' 4 -  т /  =  о

аХ' -j- Sp' (Л  -J-, £'р' -j- y'v) =  0 .
Але за (33)

а'Х 4 — ^ р  4 -  =  —• (JX 4 ” 7Вр 4" Av) =  о
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і значить X', ц', V зв’язані двома рівняннями
XX' -(- jiu' -j- W  =■ о 

та «Х' -f- 8ft' -j- -fv' =  о
порівнявши їх з (II, 3 та 1) пересвідчимось, що X', /  також
пропорційні Z, от, w, але множник пропорщональности є інший, 
хай Vp та® що

V - X  =  (34).
Р Р Р

3. Головна нормаля. Щоб визначити І', от', п' продиференцікемо 
по 5 рівнання (IY, 1); знайдемо:

що за (23) та (24) набував вигляду:

— «А) +  — otv̂

або за (IY, 1) та (IY, 3) остаточно
Р*

ї' =

v а Xї  — ------- 7-Т, ш'--
Г Р

JL / „  X  v
Г р ’ ~  Г 7

35

Визначімо тепер — через похідні координат до дуаі. Для 

цього найдімо похідві X', р/, v' за (31) і підставі» в (34).
Дістанемо:

Р
m

■■ / '  — -f - r(y' s'" — s' у"')

Р Т’ У— Ь ж"' — ж' 3м)

-~- =  r/~ ' h  т(ж' Уш —  у ' ж'")

Помножаємо ці рівності на І, от, п  та додаємо, заміняючи в дру­
гих доданих правих частин І, от, п  зразу ж через w", vy". vs" 
за (32). Дістанемо:

— ^  x J X  _  Т- (хг -|- рм -j- т) »■* 2  — s' y/v)

що, за ї, 2 та II, з дає
1 З

х' у ' s'
■ =  — г'г х" у" г"

„{ft ЛіШ rJff** У *
З другої сторони, піднесенням (34) до квадрата та додаван­

ням дістанемо
A  =  *'2 +  p'2- f  ^
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тобто — і в міра скруту, що її ми увели в попередньому пара- 
Р

графі, і з тим саме знаком.
Доповнимо попередні формули ще зворотними виразами по­

хідних від х ,  у ,  z  по дузі через 9 косинусів:
(ЗО') .т' =  а, у ' — 3, г ' я ^  за (ЗО)

(32') х" =  ~ ,  У" =  у ,  s" =  у  за (32)

звідсіль, диференціюванням по s  дістанемо, екориставши з (35)
___* _

=  г г'1 г  І г р J г 2’
тобто

цілком також

X

у'" — ■

г " '= -

а 
т»

ІУ X
Г2 рГ

(360

р mv' V- (362)г% pr
ї ■nr' V

(36s)г2 Vі pr
Знак радіюса скруту. Опустімо з точки А Г , безконечно-близько 

до М , перпендикуляр на щільнодотичну площину. Його зна­
чення є

8 =  X. А х  4- р-. Ay -f- v . Дг,
але

т>> т">
Дx ^ x 'h - { - ~ h 2+  № ■ ■. — ah -f- —- її22p

, ї /  . X \  h 3
! +  Vі ' r p j “3!

Отже аналогічні вирази дістанемо для

h2
1=  йЕаХ-Ь'г-ЇНХ- 

2 о /у'і ї>Гк _{_ i_ sx 3 
гр Т + -  =

Зі зміною знака h  змінюється знак і 8: к р и в а  п р о х о д и т ь  
к р і з ь  щ і л ь н о д о т и ч н у  п л о щ и н у ,

Зверх цього, цри р >  0 точка, рухаючись по кривій в додат- 
ньому напрямі, переходить з додатньої сторони щільно дотичної 
площини на від’ємну й навпаки, коли р<0.

В одному випадку закрут (скрут) відбувається, можна ска­
зати, з правого боку в лівий у другому^— з лівого на правий 
для спостерігача, що стоить у М  на щільнодотичній площині 
і  дивиться в додагньому напрямі головної нормалі.
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9. Щільнодотдчна сфера.
Рівнання сфери містить чотири довільних коефіцієнти (три 

координати центру та раді юс) з яких можна скористатись, щоб 
дійти найтіснішого дотику сфери з кривою, і значить дотик 
може бути 3-го порядку. Якщо

(X—5)* 4  (Г — Ч)* 4  (Z — с)2 — В2 =  О
е рівнання сфери, то умови дотику 3-го порядку в

(37)

1. {х — £.)* +  {у — її)2 +  (г -  Д3 — В2 =  О,
2 . (х — £)х> 4  {у — т]}у' -ф (з — С,г' =  О,
3. (х — £)ж" +  (у — % "  4 - (z — С)г" 4 - ж' 2 +  і/ 2 4  г'2 =  О,

. 4. (X—С)Ж,//4 (*/ — ,ч)У//4 ( г — C)sw 4  О
Припустімо тепер, що криву визначено рівняннями, в яких 

за незалежну змінну взято дугу. Тоді рівнання (37, 2) за змін­
них £, т), С е рівнання нормальної площини, і це виявляє, що 
ц е н т р  щ і л ь н о д о т и ч н о ї  с ф е р и  м і с т и т ь с я  в н о р ­
м а л ь н і й  п л о щ и н і .

Де рівнання можна переписати так
а(ї — #) 4Р( ї )  — у ) 4 ї ( С  — г) =  0 (38)

Рівнання (37, 3) за (29, 1) та (32) набирає вигляду
І (£—х) 4  ^ ( ті — у) 4  «Д — з) — г =  О 

а (37, 4) за (36) та (29, 2) вигляду:
(39)

0 =  ^ |  «(* — £ )4 Р < т<

4  «(С — г) 4

ч — »)4 ї(^  — «) 

1

4 -

Гр

г(?—ж)4»п{7)— ^ /)4  

Х(£ — ®)4р('»і— y)4v(c— в)

За (38) та (39) це рівнання можна замінити на таке
Х(£ — ж) 4 [і.(ті —^) 4ч( С — з ) 4 1ог' =  0. (40)

Множенням (38) на а, (з9) на І, (40) на X та додаванням 
дістанемо за (Г, 1) та (II' 4,3):

5 — х  — іг — ірГ (41,1)
Ділком аналогічно, множенням (38) на р, (39) на т, (40) на р 

та  додаванням дістанемо, за (Г. 2 ) та (II. 1,2)
т] — у  — т  . г  — црг' (41,2)

І на останнє, множенням (38) на (39) на п, (40) на v та дода­
ванням знайдемо:

\ —  г  =  п . г  —  ч .рг ' (41, 3)



Якщо піднести ці вирази до квадрата та додати, дістанемо, 
за (37, 1), за (і, 2 , 3) та за (II. 3)

&2 — r 2 -f- рг Г’2 (42)
Координати центра щнльнод етичної сфери визначаються трьома 

рівняннями (41. 1,2,3), тобто як перетин трьох визначених ними 
площин— паралельних з площинами основного тріедра: а) нор­
мальної площини (38), Ь) площини (40) паралельної з щільно- 
дотичною площиною і віддаленої від неї на рг і с' площини (39) 
паралельної з випрямною і віддаленої від неї на г.

Отже, площини (38) та (39) визначають пряму,, перпендику­
лярну з щільнодотичною площиною. Ця пряма зустрічає щільно- 
дотичну площину в центрі кола, по якому щїльнодотична сфера 
перетинає щільнодотичну площину. Значить, координати точки 
зустрічі визначаються рівнаннями (38) та (39) та рівнанням 
щільнодотичної площини, яке можна взяти в формі 

X (£ — #)*+-> Ці — у) Ч-v Ц ■—г) =  0 .
Аналогічно тому, як і вище, звідціль найдемо

s — х  — l . r ,  у —у = .ш . r, С — з =  іг ,г. (43)
отож радіюс кола січення дорівнює г — радіюсові кривини. 
Отже ми маємо, що ко лом  к р и в и н и  для  п р о с т о р о в о ї  
к р и в о ї  є коло п е р е т и н у  щ і л ь н о д о т и ч н о ї  сфери  
з щ і л ь н о д о т и ч н о ю  п л о щ и н о ю  у в з я т і й  то чц і  кривої .

Його центр — центр першої кривини — міститься на головній 
нормалі. Центр першої кривини міститься також, разом із цен­
тром щільнодотичної сфери на прямій, визначений рівняннями 
(38) та (39), яка називається в і с с ю  к р и в и н и  або по ляр ­
ною прямою.  Віддаль між цими двома точками ^дорівнює рг*

§ 10. Взаємне розміщення нормалів.

Щоб краще з’ясувати взаємне розміщення зазначених ліній 
(рис. 52), уявім собі, що площина 
Нп М Вп є нормальна площина в точ­
ці М кривої, і  дотична МТ, є пер­
пендикулярна в М  до площини Нп М 
Вп. Нормальна площина перетинав 
щільнодотичну сферу по великому 
колу З центром В t ' l  , МВп є бінор- 
маля, М К „  —  головна нормаля і О  в 
центр кривина’ (першої). МС  та МС\ 
є радїюеи кола кривини тащільно-
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дотичної сфери ССі дорівнює радіючу кола, по якому щільно- 
дотична сфера пере; инае випрямну площину. Можна додати до 
цього ще те, що рівнання площини дотичної до щільнодотич- 
неї сфери, як площини, перпендикулярної з її  радіюеом М С и  
можна написати так:

г[1(Х  — x )- \-m (Y  — у )п  {Z  - z )\—
— рг' [Х(Х — х) +  р (F — у) -f- v {Z— з) =  0 . (44)

Вона очевидно проходить через дотичну до кривої в тЬчці Ж* 
Рівнання прямої, по якій нормальна площина перетинає що 

площину можна написати
=  У— у =  z  — z  (45,

vX +  Zp/-' /-a -j- т  or‘ rv~j~npr' *

а рівнання радіюса М С \ —  так:

х ~ - '- в  1 - у___ 1 ~ ± . __ 40•,
гі — Хрг1 гт — \ч/г* гп — vpp J

§ 11. Деякі окремі типи кривих у просторі.

1° Лінії, для яких l -ша кривина дорівнює 0 (г  — оо) є прямі.
Справді, для реальних кривих, рівнання

к — Уя:"2 -Ь у"2 о.
розпадається на три:

я:"я =  0, у \  =  0 , г \  =  О
x's~ c ,  у's =  У, 3‘s — €'

і значить
х — с . s —|— cf, у =  с' 2  =  c".s-}~d"

Іде е, с', с", d " ,  d , d ' s d "  — довільні сталі), тобто
х  — d    у — d '    z — d"

C C- c"
рівнання прямої лінінії.

Якщо визначити вираз для міри скруту, то помітимо, що 
детермінант 3-го порядку, складений із похідних трьох перших 
порядків від %гу ,з  по s має два рядки, елементи яких стають 
нулями для прямої. Тому м і р а  к р и в и н и  д л я  п р я м о ї  є ве ­
л и ч и н а  н е в и з н а ч е н а .  І справді, всяка площина, що про­
водить через пряму, є для неї щільнодотичною, а тому й кут 
скруту є величина цілком невизначена.
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2° Криві, для яких міра скруту дорівнює 0, є криві плоскі. Я к щ о ' 
відкинути випадок г — оо , за якого лінія, як щойно пересвід­
чилися, є прямою, то умова // =  0 приводить до рівнання

ос? у' -s'
ж" ї/" а" = 0 .  47
хт lj"z">

яке, як виявлено в § 1, справджується для плоских кривих;, 
і навпаки, якщо рівнання (47) справджується, то крива 

ж =  ^(Л, у =  Ф(*), в — X(#)
є крива плоска.

3° Носі кола (— термін Е. Cesaro) =s криві, для яких міра 
1-ої кривини є величина стала. Задача знайти їх е задача не- 
визначена, бо умова r — Const. = = а дає лише одне рівнання

(хп 4- у'2 +  S-'2}3
(х'у'> — у'сс1')1 +  { lj‘z" — &'у")г 4- із'ос?’ — х’з”)2 

Одну з координат можна взяти за зміну незалежну, 
лшпаються ще дві і треба додати ще одну умову.

G. Теіхеіга пропонує приєднувати рівнання п о в е р х н і ,  
якій мусить міститися це коло.

Умова r — const дає
dr
ds О

та 

н а

і тому R2 — г2, Гі =  г
радіюс щільно дотичної сфери косого кола дорівнює радіюеові 
першої його кривини і, значить, є однаковий для всіх його 
точок; перпендикуляр з центра щільнодотичної сфери на 
щільнодотичну площину (— рг') дорівнює нулеві; щільнодотична 
площина проходить через центр щільнодотичної сфери, — центр' 
її  зливається з центром першої кривини і міститься на голов­
ній нормалі. Отже для косих кіл: — г е о м е т р и ч н е  м і с ц е  
ц е н т р і в  і ц і л ь н о д о т и ч н и х  с ф е р  і ц е н т р і в  п е р ш о ї  
к р и в и н и  з л и в а ю т ь с я :

І ---Х —  Г.і,  Г і ~  у =г г . т, Z —  s —  г . «.

Взявши диференціали, дістанемо
(І; ~  (їх 4 - rdl 
аг; — сі у rdm
dQ— ds-j-rdn

і за формулами Френе-Серре
аТ ¥di =  dx  — a d s -------ds — — X -  -ds.
P P

43

1ST

rl  - -  ds. 
p



Звідціль

u r  Тdri — dy — Ms =  —■ ds =  — —  ds.
P P

di — ds — rds  — ds =  — s —  ds.
9 P

dd% =  Г .ras1 ds' =  4-  —  ds
P1 —  P

беремо знак-j-(s '— довжина дуги геометричного місця центрів 
першої кривини).

Увівши найдене значення ds через ds' дістанемо 
Ф, ___, di\ ____  ds __
dd  ’ Ш  ~  ~~ Ш, v‘

Д о т и ч н а  до г е о м е т р и ч н о г о  м і с ц я  ц е н т р і в  1-ої 
к р и в и н и  к о с о г о  к о л а  е п а р а л е л ь н а  з й о г о  б і н о р ­
м а л е  ю.

Взявши 2-і дохідні, знайдемо
Ц___d 4 __  d \ d s_ І p __  l
r\ dd% ds ds' p т r

Так саме
і щ _ m  Щ _ n  __ ,
Ті r ’ Ті r Гі — r'

Якщо покласти rt =  r, 
то

її —  — І, m i =■ — m , щ  —  — n .
Г о л о в н і  н о р м а л і  к р и в о ї  т а  г е о м е т р и ч н о г о  м іс і|Я  

ц е н т р і в  1-ої к р и в и н и  д л я  к о с и х  к і л  з л и в а ю т ь с я  
і р а д і ю с и  п е р ш о ї  к р и в и н и  н а  в е л и ч и н у  р і в н і ,  
о т о ж  т о ч к а  к о с о г о  к о л а  в ц е н т р к р и в и н и  г е о м е т ­
р и ч н о г о  м і с ц я  ц е н т р і в  щ і л ь н о д о т и ч н и х  с ф е р  
( =  центрів віл кривини).

Звідсіль далі
*1 =  — а, Н-1 =  — & =  — 7

і через це
ХХі -j- р-р-і -}- W| =■ 0 :

щ і л ь н о д о т и ч н і  п л о щ и н и  к о с о г о  к о л а  і г е о м е т р и ч ­
н о г о  м і с ц я  й о г о  ц е н т р і в  1-ої к р и в и н и  в з а є м н о  п е р ­
п е н д и к у л я р н і .

Диференціюванням останніх рівностей, дістанемо
d ^ i   da ds   І p   Ip
ds' ~  ds ds' r r  r2
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але ліва частина — —  1 к  —  —  ї,г
отже

тг

абож
га— ррі

де співвідношення дано Bouquet.
Отже г е о м е т р и ч н е  м і с ц е  ц е н т р і в  1-ої к р и в и н и  

к о с о г о  к о л а  в з н о в у  к о с е  к о л о  т о ї  ж к р и в и н ц .  
К о ж н а  з ц и х  д в о х  к р и в и х  е г е о м е т р и ч н е  м і с ц е  
ц е н т р і в  1-ої к р и в и н и  д р у г о ї  

4° Криві сталого скруту.
Припущення р — const дає диференціальне рівнання 3-го по­

рядку з двома невідомими функціями у, а що їх визначає не 
цілком. Можна задати поверхню, на якій мусить міститися 
крива, і тоді задача став визначена. А дроте можна задачу 
й безпосередньо звести до 3-х квадратур.

За формулами Френе-Серре
d 't,  I dp- m  - d 't   п
ds  р d s "  р d s  р

але
d x  , f  d p  ф і\

- p  ( ;  л  - 11
і значить

do: p (vofj-t — pdo)
і так само

d y  —  (і (X<fv —  vdk) 
d z  —  p (pt?X — Xdp).

Отже, щоб визначити криву сталого скруту, треба X, ц, •* замі­
нити з-ма функціями з, що ав'яаакі співвідношенням

X2- f P2 +  Va=-1.
Останнього можна позбутись, увівши три функції й, к ,  j  

так щоб
— ^_______ і

h It j  — Y w  +  W +  l*
значить скільки

■td\i, — p.d'f =  d d  ( j

d x  =  p
jd k — M j

й2 +  й2 +  ; 2 ’dy ~  p
hdj— jdh ^___  kdh— hdk

d z ~ p  *»_}_,•»



5°—Гвинтові лінії. Розгляньмо лінії, для яких м і р и  1- о ї  т а  
2-ої  к р и в и н и ,  або, що все одно, р а д і ю с и  к р и в и н и  т а  
с к р у т у  перебувають в с т а л о м у  в і д н о ш е н н і .  Покажемо, 
що такі криві, тобто їхні дотичні, утворюють сталий кут з яки­
мось певним напрямом.

Виявити це можна з допомогою формул Френе-Серре. Справді,, 
формул (34) та (33) § 8-го виходить

Для кривих, що їх досліджуємо,
0 і 7—  =  const. — It,
V

тобто
a' — АХ'=0, р' — А;/ =  0, у' — лУ =  0, 

звідкіль висновуємо, що
а — АХ — с, р — Ар =  с', х — Av =  СҐ 

де с, с', с" е величини сталі.
Множенням 'останніх рівностей відповідно на І, т, п  та до­

даванням дістанемо (з допомогою формул II, 1, 3, § 6 ), черев 
перпендикулярність дотичної та бінормалі в головною нор- 
малею

с . I -f - d  . т -ф- с" . п  — О
але с\ с\ е" не можуть одноразово дорівнювати нулеві, бо під­
несенням до квадрата попередніх рівностей та додаванням най­
демо за допомогою формул 1, 1,3 та II, 2 § 6 , що

с2 -J- с'2 -f- с"2 — і -{- А2

Тому, поділивши ліву частину попередньої рівности на

+  c" 2 =  \ / Т + ¥
можемо її вважати за косинус кута головної нормалі зі сталим 
напрямом, що творить із осями координат кути, косинуси яких в 

с с' с"
j / T + A 2” ’ j/Т ч ^ А 2̂  Y  1 +  А2

і скільки, за останньою рівністю, цей косинус дорівнює нулеві,

то цей відповідний сталий кут дорівнюв ~&
Якщо цей напрям узяти за вісь, то рівність набирав ви­

гляду П — 0

ш



О т ж е  г о л о в н і  н о р м а л і  к р и в и х ,  д л я  я к и х  в і д ­
н о ш е н н я  р а д і ю о і в  к р и в и н и  т а  с к р у т у  в е л и ч и н а  
с т а л а ,  п е р п е н д и к у л я р н і  до п е в н о г о  н а п р я м у  
я к и й  молена в з я т и  за  в і с ь  OZ

За формулою (33) § 8 п  =  v . •{, тому для зазначених кривих
і' =  о, у — const,

тобто д о т и ч н і  у т в о р ю ю т ь  с т а л и й  к у т  і з  п е в н и м  
н а п р я м о м .

Згадавши, що за (ЗО) § 8 у =  #' дістанемо для наших кривих 
s' =  с, s  =  с . s -]- с'

Можна початок координат, покищо довільний, вибрати так, 
щоб при s =  0 і  г =  0 і значить с' =  0; тоді рівнання зазначе­
них кривих набирає виду

X ~  (s), У —  ф (s), S =  С , S.

Перші два визначають у  площині XOY  плоску криву, а в про­
сторі циліндер, якого твірні паралельні з осей Z-iв. -

Отже, к р и в і ,  д л я  я к и х  в і д н о ш е н н я  р а д і ю  с і в  1-ої 
т а  2 -ої к р и в и н и  е в е л и ч и н а  с т а л а ,  м о ж н а  в в а ж а т и  
з а  к р и в і ,  що  м і с т я т ь с я  на  п о в е р х н і  я к о г о с ь  ц и ­
л і н д р а  і у т в о р ю ю т ь  с т а л и й  к у т  з й о г о  п р я м о л і ­
н і й н и м и  т в і р н и м и .

Навпаки, можна сказати, що коли крива визначається рів- 
наннями такого виду, то для неї відношення радігосів кривини 
та скруту е величина стала.

Справді, якщо з' =  с, то z" — 0 .
Звідсіль х '2 4- Уп =  1 — с2,
і значить яУяР у'у" о

х'х'" - { -  у'у"' = г  —  ( ж " 2 у"2)
Але для такої кривої

я/ у 1 с 
o f у" О 
х"'у"' О

х"у"'— х"'у" 
яР% -|- у"2

З написаних вище рівнань визначаємо

а/ =  — у" (х'п -f  ?/'2)
х"у"' — ’!■' ■с.р.у".

, _  _  яР [аР* 4 -  у"'1) 
У ’ ~ 77//, /■'/ ■X у

■ е . р . а/
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Піднесенням до квадрату та додаванням дістанемо

%'ї + у 2 =  1 _  с* =  с* г/ (Ж"2 4_ у»г) С2 _?!

тобто
г'1
рг

ст----- ; =  const.
А- — Сг

6° — Звичайна ґвинтова лінія.

Якшо зокрема циліндер, на який накручено лінію, є коло" 
вий, то

ер (s) =  а . cos ks, ф (s) =  а . sin ks Ц 
і ми дістаємо звичайну ґвинтову лінію. Для неї не тільки від- 

ношення ~  =  const, а и зокрема г та р є величини сталі.

Навпаки, якщо г  та р є величини сталі,~ то ґвинтова лінія 
е звичайна кругова. Справді, при цьому з-за рівности

■ — =  const =  е"
£_q"

v = ---- т-----=  const =  Сk
Звідкіль за (Зі) § 8 маємо

Ох'у" — у'х" — —  =  const.
Але у наслідок цього з 

тепер дістанемо 

Отже

ж'2 У  у'2 

ж/24-у/а= і  — ̂ = 1  — С*

rfy" — у'х" . ,- 5 ^ , —  =  c o n s t - , .

Ліва частина цієї рівности є

✓ 2F ^ 'У  / V YХ ‘ X X
хп 4 - уг‘ і + 4  У

U  у
(arc tg

ми маємо

звідкіль
arctg ; У,

xf = tg (xs'-K l)
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з  ДОПОМОГОЮ '.if'1 + 1 /2 = \  С г звідсіль виводимо, що
ж'=  .4. COS (-/s-j-x,). 

у' — A , sin(zs 4**і)-

А
х —  а' =  —  sin (xs -f- х0-

Xу  — Ь' —  — 4 г  COS (xs +  X j) .

Перенесенням початку координат у  точку (а'; З') та зміною

початку відрахований дуг _j_ у., =  У. j можемо звести ці 

рівнання, поклавши до цього ще 

Л
—  =  а ,С  =  та до виду

a;==acosxs, y =  a ,sinxs, is— mas.

Навпаки, обгорнувши прямий коло­
вий циліндер частиною площини, об­
меженою двома прямими, що утворюють 
кут <р, так, щоб одно рамено кута на­
кручувалося на основу, дістанемо, що 
друге рамено утворить лінію, для якої

a? =  aoos#, y =  asin£, z =  m at
де а  в радіюс основи циліндра, а'от =  tang<p.

При цьому
ds2 =  d r2 +  dy%\-\- dz~ =  й2 (1 +  от2) dt

d s ■ ; а  \ /  і  r,A d t  -
а

і  значить
COStp

dt

а
S==± 'c o s ^  +  c'

Покладімо 5 =  0 при # =  0^ ігпозначімо 

+  а ] / і + о т й =  +  - °COS Ср X
Тоді дістанемо те саме рівнання, що й вище.
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Два знаки відповідають тому, що обгортання ми можемо 
робити або за рухом стрілки годинника або проти. Дві ґвинтові 
л ін ії, що при цьому утворюються, відрізняють як п р а в у  й л і в у  
ґвинтові лінії.

Для вправи можна обчислити для нашої кривої

а
т = -----sin* ср

1   sin 2<р
р 2 . а

Отже, якщо виходячи з рівнання ґвинтової л ін ії ми дово­
димо, що звичайна ґвинтова лінія має сталу кривину та скрут, 
то наведені раніше міркування виявляють, що це е єдина крива 
з такою властивістю. А що для неї r =  coast, то звичайна ґвин­
това лінія належить до косих кіл. Якщо ср =  0, tang«p =  0 і зна­
чить г =  0, ґвинтова лінія перетворюється на коло — основу 
циліндра, на який її накручено.

7°. Бертранові криві.

Поставимо собі задачу знайти умову, за якої головні нормалі 
кривої (М) є одночасно головні нормалі якоїсь іншої кривої

(N )  (рис. 10). Хай дві такі криві 
існують і M N  та M ' N '  е дві су­
сідні спільні їхн і головні нормалі. 
С  —  центр кривини (1-ої), М С  =  г  
радію с кривини, р — радіюс скруту 
і /  М С М '  =  & є кут суміжности 
в точці М .

Якщо В ЩІЛЬНОДОТИЧЕІЙ пло­
щині М С М '  точки М  проведемо безконечно-малий елемент 
N Q  II М И '  і з’єднаємо точки N ’ та Q, то безконечно-малий три­
кутник N ' N Q  буде прямокутнім при Q, бо M G  в проекція 
головної нормалі M ' N '  на щільнодотичну площину М М ' С  і  м і­
стить при точці N  кут А  дотичних до кривих (М) та ( N )  у від­
повідних точках.

Можна переконатись, що цей кут А  е сталий.

а .

звідкіль 

і далі
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Справді, якщо а, р, 7 є косинуси кутів дотичної до 
a aj, Рь її е теж У відповідній точці (А) то г-за формули

c o s  А  ^  4 “~ 'j'Yi

та за умови,, що головні нормалі обох кривих зливаються 
« І 4 - р л  -j- т» =  0 , я, І -1- р, >?s + 7 , п =  О 

а за формулами Френе-Серре
Ids і 
г <

і значить

(ІЮ,

l/ct: Ids 
г ’ ffat =

3s
<7COS 4. =  —  (а ,14 - pi?n -j- 7rn) ■

<7.ч,
Гі

( а і+  =  0 .

Отже І. Д о т и ч н і  у в і д п о в і д н и х  т о ч к а х  д в о х  к р и ­
в и х , що м а ю т ь  с п і л ь н і  н о р м а л і ,  у т в о р ю ю т ь  с т а ­
л и й  к у т ,

/  N'NQ =  J -  А (або т — А).
Так само виявимо, що:

II. Сталим в також і к у т  м і ж  щ і л ь н о  д о т и ч н и м и  пл о. 
щ и н а м и  у  в і д п о в і д н и х  т о ч к а х  д в о х  Б е р т р а н о в и х  
к р и в и х ,  бо вія дорівнює кутові А. Справді, кут площин до­
рівнює кутові їх перпендикулярів. Але перпендикуляр у точці А 
до першої щільнодотичяої площини утворює прямі кути з МА 
та NQ, а перпендикуляр до другої іцільнодотичної площини 
утворює прямі кути з M N  та NN'. Значить, кут поміж цими 
двома перпендикулярами дорівнює кутові поміж NQ та NN' 
тобто куту А.

Сталість кута поміж хцільнодотичних площин для Бертрано­
вих кривих можна довести й обчисленням: через те, що головні 
нормалі зливаються, маємо

А т\>. 4~ »v - 0 .

Аі 4~ mV-\ 4~ wv< =  О-
cos 3 Х4 4 ~ 4~ . *. d  cos  ̂ 4 - =

-  * і » . г + * а д = о .
Pi Р

Далі віддалі MN  та M 'N' однакові, бо ММ' та NN' ортого­
нальні до MN, тому ММ' та NN' можна вважати за дуги 
кіл, описаних з А7', відповідно з М, радіюеами MN' =  M 'N ’ та 
M N =  MN'
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Отже III: д в і к рив і ,  що маю ть  с п і л ь н і  но р мал і ,  
маю ть  с т а л у  в і д д а л ь  M N ~  M ' N '  —  а.

Кут N M ' Q  =  т) є кут скруту. Тому

sin А Щ _ _____ аг> со* а - (г-~ ® ) є
N N '  ~  Ж ' ~  ’ N N '

абож

а  ї)
tang А —  т ~ ^ а  " е

а т
т — а ' р

1
г

1 , . 1
—  cotg А  —  —  р а

Позначивши acotg4 =  £ дістанемо

а
г

Бертранове співвідношення поміж радіюсами кривини та 
скруту кривої.

З ІІІ-го висновуємо, що координати відповідних точок двох 
Бертранових кривих зв’язані співвідношеннями

х-\ =  х -(- а.  І, У\-=гд-\- с. m, гд —  г -j- а.п.
Звідкіль

dXi-=dxA- a.dl, або v^dSi — >xds 4- а ( ---- ------- -Л  ds
\  r Р

що, за допомогою основного співвідношення, набирає форми

at dst = a  cotg А ,  ак  ,
а .----- a s ------a s

Р Р

f р

ї< d s t -
a cotg А

Множенням 1-го на а, 2-го на (З, 3-го ; на у та додаванням 
і згадавши, що

ааі + Т ї і  —  COS А ,  а® —j— t3a -4— y* =  1, SaX =  0 

дістанемо

або

dsi а
sin А

dsi а 1
ds sin А * о

d s

Р
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А що, помінявши ролями 1-шу та 2-гу криву, ми мусимо 
замінити й основне Бертранове співвідношення співвідношенням

а a cotg А _
Г\ р ~~

бо я та А 
рівности

Справді

замінюється через — а. та — X, то дійдемо також

ds  __ а 1
dsi ~~ sin А рі

х  — хі — о.І, йх  =  й х і — a.dl
тобто

«1txds ’==L &idsi —J— a —— ds\ —і' r  i
XiJ ,a —-dsi 
Pi

=  cn<?Si (
\

аоощ А  ,  . a\i-------- a.idst -і--------
pt Pi

. , a \  . X,
1 ■-]— ■} —j— (X —  ds \ 

‘Ті J pi

dS{

d s ~ a
sin A

Помноживши (*) та (**) дістанемо

або
1 = а2

sin2 А

dsі 
pi

1

РРі

PP i —
аг

sin2 A =  o2- f  b*

IV. Д л я  в і д п о в і д н и х  В е р т р а н о в и х  к р и в и х  д о б у ­
т о к  р а д і ю с і в  с к р у т у  в в е л и ч и н а  с т а л а .  До цих кри­
вих належать кола (5 =  0 , г =  а), криві сталого скруту (а — О, 
р — й) та ґвинтові лінії; для них беремо перший вид Бертрано- 
вого співвідношення і покладаємо в ньому а =  оо; за границі 
дістанемо

г  =  р . tang А
характеристичне для ґвинтових ліній.
8° Сферичні зриві. Хай і радіюс і координати центру щільно 

дотичної сфери є однакові для всіх точок кривої; тоді щільно- 
дотична сфера в спільна для всіх точок кривої і значить крива 
вся цілком міститься па цій сфері й крива називається сф е  
р и ч н о ю.

Мусить бути (— беремо за незалежну змінну дугу):

ds ds
d (ті) __ Q d (C)
ds ’ ds
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Перша дає

2 i r r ' 4~ or/ r '2 ,ArV') =  о — 2р/ f —- -f- рУ -L pr") 
або

0 =  2Р/  ( y - ^ i r O ' )
Далі

(Т
° ^ / ] ^ ~ d s {X +  Zr“  ^  +  zV + lT> — X'p»' ~  X (p/),

або за (зо), (35) та (34) § 8

о =  ,  +  ,  ( _  - і.  _  Я - )  +  іг- _ 1  р  _ ) ,  (р/у =, _  і  (-Г - +  (pry)

Аналогічно

0 “ Й “ - ̂ (т+(р/)') ■0=S “ “ ’ (т +
Величини л, u., v, зв’язані поміж себе співвідношенням

X* +  (1* +  V»==1,
не можуть разом дорівнювати нулеві; тому мусить бути

^  О,г

або - r~  - f  pV' р or" —  о

при чому справджується и умова

ds

§ 12. Обгортай сім’ї  поверхонь (обгортки першого роду).

Звернімось до збору поверхонь, визначених рівнянням

F ( % , y , & , a ) ~ Q  (48)
що містить параметр а, який може набирати всіляких значень.

Кожному значенню параметра а відповідає певна поверхня 
сім’ї. Дві сусідні поверхні, відповідні двом значенням пара­
метра а та a -j- d a ,  що безконечно мало відрізняються один 
від одного, перетинаються по кривій, яка визначається двома 
рівняннями: (48) та

F(x, у, г, 0 (48')
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Останнє замінимо рівванням

О =  F (Xi У' g) а +  ~~ F У’ S> fl) (48'0

що визначає поверхню, яка проходить через ту ж саме криву
Якщо в рівняння сім’ї параметр входить так, що перша та 

друга похідні по ньому е безперервні, то (48") еквівалентне рівнанню

У'о. (х, у, г, а) +  Да У "^  (х, у, з, а-\- 6Да) =  О

абояг для границі, при Да —> О
F'a (х, у, з, а) ■= 0 . (4 9 )

Для кожного значення а рівнання (48) та (49) визначають 
криву, що називається х а р а к т е р и с т и к о ю ,  й обгортка сім’ї 
поверхонь (48) є геометричне місце характеристик, відповідних 
всіляким значенням параметра. Її рівнання дістанемо виклю­
ченням а з рівнаиь (48) та (49). Характеристика, відповідна 
якомусь певному значешш параметра а, зустрічає поверхню, 
безконечно-близьку до поверхні відповідної цьому значенню 
параметра, в точках, які визначаються рівняннями (48), (49) та 
(48'). За першими двома, останнє можна замінити іншим,— 
а саме, розгорнувши (48) в Тендерів ряд і зваживши на рів­
нання (48) та (49), дістанемо, після поділу на Да2, рівнання

—  У\ю (х, у , 3) а) -|— ~  Д a F"'aaa (хуг, а 4- О La) — О£ о
що став для границі Ла-ю-О таким

F "aa(X ,y ,Z ,a )~  0 (60)
Отже граничні точки перегину визначаться рівняннями (48), 

(49) та (50). Ці точки називаються х а р а к т е р и с т и ч н и м и  
т о ч к а м и .  Геометричне місце їх в крива, якої рівнання Діста­
немо виключенням а з (48), (49) та (50). Вона називається р е б ­
ром з в о р о т у  о б г о р т н о ї  п о в е р х н і .

Теорема і . О б.г о р т!к а д о т и к а є т ь с я  к о ж н о ї  п о в е р х и  і 
с і м’ї в з д о в ж  в і д п о в і д н о ї  х а р а к т е р и с т и к и .

Рівнання обгортки ми можемо вважати за результат підстав­
лення в (48) значення а ■=■ <р (х, у, г), яке дістаємо розв'язанням 
(49) відносно а. Хай а { в одно із значень параметра а; тоді

F  (х, у, з, а )  — 0 . (51)
F 'a\(x y ,s , а ,)= 0 . (52)

т



в відповідна at характеристика. Хай (жь у  і, гч) е яканебудь 
з її точок, так що рівнання

F {xu у и St, « 0  =  0
та

F'ai(x u У\, Зі, «і) =  0 
справджуються. Площина дотична до

F (ж, у, з, а , )  =  0 

в точці (x it уи &і) має рівнання
О =  F Xx (хи уи s, аі) (X— %і) -\- F'yi (ж4 у і з{ а{) (Y — у і) -\-

+  F'zi fa  у і Зі) {Z ~ 3 i)  (53)
а дотична до обгортки, в точці її (ац уі гч) в

0 =  IF'x {Хі у і Зі ? (хі уі зі)) +  (хі у і Зі ^ і) дадх (Х-ад)  +

+  ]F 'y  (Хі Уі Зі Ф1 (ХіУі  (Т — Уі) +

через рівнання 

зводиться на

+  ( ^  +  2^ | ї ) і 2 - г . )

F ai (Хі уі зі ері) =  О

О =  F ’tx (а?2 У і S* tpO (х  — Хі) +  F ' y  (Хі 2/t ері) (У — У і) +
-4 -  F ’z(Xi у і Si (P j)  ( Z — Si)

Але для точки (хи уи Зі) функція f  (х і у і зі) мав значення рівне а і 
тому (53) тотожне з (54). Те ж саме буде й для всякої іншої 
точки тієї ж характеристики, бо для кожної її точки функція tp 
(я, у, з) дорівнює відповідному в цій точці значенню пара­
метра а.

Теорема II. Р е б р о  з в о р о т у  д о т и к а є т ь с я  в х а р а к т е ­
р и с т и ч н і й  т о ч ц і  в і д п о в і д н о ї  х а р а к т е р и с т и к и ,  
а з в і д п о в і д н о ю  п о в е р х н е ю  с ім ’ї м ав  в ц і й т о ч ц і д о -  
т и к  2 - го  п о р я д к у .

Хай знову значенню а параметра відповідає поверхня сім’ї
(51) ; система (51), (52)— відповідна характеристика і хай 
(хи Уі, зі) відповідна характеристична точка, яка крім (51) та
(52) справджує ще й рівнання

F'aa (Хі у і Зі Ні) =  0.
Зваживши на те, що ребро звороту визначається рівнанням (48) 

та (49), в які внесено значення а =  4> (х, у, з), що дістаємо з (50),
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маємо й навпаки, що для всякої точки ребра звороту функція 
§(% ,y,z) набирає значення рівного тому значенню параметра а, 
що відповідає цій точці. Рівняння дотичної до характеристики 
можна написати так .

0 =  Z F 'v (X  — х ), 0 — £ F"aX (X — х) (55)
а дотйчної до ребра звороту так:

О — £ (Г„ {хуз, 1) +  F'a •■'/.,') ( А - ж ) ,0 = .£  (Г"ах +  Faa7 ',) ( X -  х). 
Останні за (49) та (50) зводяться на рівнання

О =  £ F 'x . (X — х), О =  £ F"ax (хузі) (X --  х); (56)
для характеристичної точки (%іУ\Зі) функція ${хуз) дорівнює a s 
і значить (56) зводиться на (55). Щоб довести другу частину 
теореми, візьмім на ребрі звороту точку {х2, у2, з2) безконечно- 
близьку до точки {х, у, з) і хай а3 відповідне їй значення па­
раметра, безконечно-близьке до Сі і .
Отже

F"aa (%2 У2 £'2 аг) =  о
або замінивши

а2 == сц +  (а2 — aj)
х 2 — Хі -+- (х2 — Хі), у 2 =  Уі +  (Уа —  Уі), г 2 — Зі- \-(зг —

І розгорнувши в Тейлорів ряд дістанемо
О =  F"aa {Хі У і Зі Щ) -)- F ,,faax (®2 — ®ч) "T" F maay {У2 — У і) -j- 

4“ F v,taaz {32 — 2 і) Щ F maaa (®й — ®і) +
Припустімо, що {F'"aaa)i ф  0. тоді, взявша на увагу (52), ви­

сновуємо: з різниць (х2 — %і), (уа — Уі), {22 — 3-і) та, що є найниж­
чого порядку, мусить бути одного порядку з (яа — а і), тобто 
(«2 — а і) мусить бути одного порядку з

d = ] / { X i  —  X i f  -і- ІУг— УіГ {Зі — S i f .

Якщо ж підставити координати точки (х2, у и 2 2) в рівнання
F  {Хі у  і Зі at) =  о

то дістанемо
F  (ж2 у * Зі аі) — F {х2 у і Зі , а 2 — (ог — »і)) — F [х2 у2 з2 о2) —

(®з ~  а і) F \  +  ̂  = | —  F \ (li----1  ( « 2 -  щ )8 F"'aaa +

Але {х2у 2 з-і) в точки ребра звороту і а2 відповідне їй значення 
параметра, тому

F(x2 у.і г іаі) =  0, F'a (х2 у2 з2 а2) — 0 , F"aa {х2 у2 з2 а2) =  О 
і за припущенням F'"aail (х2 у 2 £■> сі2) і-  0 . Через це F {x2y 232ai) 
є величана т р е т ь о г о  п о р я д к у  м а я о с т и  в і д н о с н о
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(а2 — «і), тобто, як вище доведено, третього порядку малости 
відносно сГ, а це й доводить існування дотику 2 -го порядку 
(пор. § 4).

Можна довести, що точки, для яких F " '^  =  0 , в особливі 
точки на ребрі звороту, а саме точки звороту.

Справді, три рівная ня

F — 0(48), F'а — о' (49) F"aa =  0 (50) 
дають змогу знайти х, у,  з  в функції а, якщо

D{F,F'atF”aa)
D W y ,z )  у- а

ТодІ маємо
х ~ ф ( а ) ,  у ~ Ь (а ) , z~ y .{a ).

У звичайній точці ж'=  ф (а), &■=.*/(a) V  =  у (а-) разом не 
дорівнюють нулеві. Точка е особливою, коли х' — О, у' — о, У =  0 .

Якщо в (48), (49) (50) підставимо замість ж, у, з їх значіння, 
то дістанемо тотожності

F*  У -Ь У'к у' +  F t  s' +  F e =  О, У +  /=% у1 +  У"** У +  F'aa =  о
У +  F"eey У' +  F'^aat 3і +  Уааа =  О 

За рівнаняями обгортки вози зводяться на 
У ' , . У  +  F',j . у '-у-F'z • з' =■ 0 .
F”a,  х' +  F \ y у' +  У =  0 .

F"'mx х' +  F »aay у -f- F " ^  У +  F'"aaa =  0 .

Якщо ф  0 , У, у', У разом не рівні нулеві,— точка зви­
чайна.

Якщо ж Е"'ааа~ 0 ,  то оскільки дотерміяат, складений з кое­
фіцієнтів цих рівнань (Якобіян), е відмінний від нуля, мусить 
бути разом

з/ ~  0, у ' =  0, У  =  0.

а це значить, що точка — особлива (обмеження: припускаємо 
що <р, ф, х однозначні функції а).

§ 13. Розгортиі поверхні та криві подвійної кривини.

Цікавий випадок обгорток є так звані розгортиі поверхні 
обгортки сім’ї площин заданих рївнанвям

w (а) х  -ф- v (а) у  -J- го (а) z -j- « (а) =  О (57)



коефіцієнти якого залежать від одного параметра а; за поперед­
нім параграфом, обгортку дістаємо, якщо разом із рівнанням (48) 
брати рівнання

и '{a )x-\-v l (a)ij-{~'w'{a)z-{-to, (a) =  0 (58)
де через и'(а), v'(a) і т. д. позначено похідні від и, v і т. д, по 
параметр у  а.

Виключенням а з (57) та (58) дістанемо рівнання обгортки 
в звичайній формі. Для кожного значення параметра а (57) та 
(58) визначають пряму лінію, що й буде за характеристичну 
лінію розгортної поверхні,

По дій прямій відповідна площина (57) дотикається до роз­
гортної поверхні; таку пряму називають також т в і р н о ю  роз­
гортної поверхні. На кожній т в і р н і й  міститься одна характе­
ристична точка, що визначається рівнаннями (57), (58) та

и" (а) % -j- v" (а) у +  w" (a) z  +  то" (а) ■= 0. (59)
Геометричне місце цих характеристичних точок е крива — 

ребро звороту розгортної поверхні, — яка за теоремою II по­
переднього параграфу дотикається характеристики, тобто має 
в кожній своїй точці за дотичну відповідну твірну, а з площи­
ною (57) має дотик 2-го порядку, тобто площина (57) є для 
ребра звороту щільнодотичною площиною. Отже, з кожною роз- 
гортною поверхнею зв’ябано певну криву подвійної кривини.

§ 14. Засгосо&ання до кривих подвійної кривини. Обгортка щільно- 
дотичних площин кривої подвійної кривини.

Рівнання щільнодотичної площини є
X (X -a? )- f i i (7 -y )  +  v (Z -* )  =  o (17) § 5

Похідна по параметру s дає:

X ( X - x )  +  ^ ' ( V ^ y )  +  V ( Z - z ) - ( U '  +
+  ДО' +  ЧЗ') =  °

або за (ЗО) та (34) § 8 та (II, 2) § 6 .

О =  ± [ t ( X  — x) +  m ( Y — y) +  п {Z — e)J (2 1 )

і, значить, за характеристику є пряма перетину щільнодотич­
ної та випрямної площин, тобто дотична до кривої.

173



Щоб визначити на характеристиці характеристичну точку, 

диференціюємо ще раз по' X, відкинувши множника 1

Дістанемо

0 ^ r ( X — x) +  m '(Y  — y) +  n , (Z -  
або за (зо) та (35) § 8 та (II, 1) § б 

1

г)- - { ї х ' т у ' у  гіг?)

-  у  [ Ц Х  -  х) +  И (Y — у) 4- v (Z -  в)].

Останнє рівнання визначає площину, що нроходнть через 
головну нормалю; розв'язуючи сумісно з (17) 
та (2 1 ), його можна замінити рівнанвям нор­
мальної площини

a (X -a ;)  +  p ( r - » )  +  T ( Z -z )  =  0 .

Відкинувши в рівнанні (21) , множен­

ням (17) на X, (21) на І, останнього на a і до­
даванням дістанемо X  — цілком аналогічно 
множенням (17) на р-, (21) на т, останнього 
на р і додаванням дістанемо І7 — у і також 
множенням рівнань відповідно на v, п, у та
додаванням дістанемо • Z.

А\
/  !

Рис, 11-

Отже, три площини мають за свою спільну 
точку — точку кривої, і в с я к у  к р и в у  по ­
д в і й н о ї  к р и в и н и  м о ж н а  в в а ж а т и  
з а  р е б р о  з в о р о т у  п е в н о ї  р о з г о р т н о ї  
п о в е р х н і ,  а с а м е  о б г о р т к и  ї ї  щ ільно- 
д о т и ч н и х  п л о щ и н ,  а х а р а к т е р и с т и ­
кам и р о з г о р т н о ї  8 дотичні  до кривої.

Назва „ребро звороту11 для геометричного місця характери­
стичних точок' розгортної поверхні з’ясовується такою його 
властивістю: - к р и в а ,  що  по н і й  я к а н е б у д ь  п л о щ и н а  
п е р е т и н а є  р о з г о р т н у  п о в е р х н ю ,  м а є  в т о ч к а х  п е р е ­
т и н у  ц і є ї  ПЛ0; Щини з р е б р о м  з в о р о т у  т о ч к и  з в о ­
р о т у .

Досить виявити це для якоїнебудь площини, що не мав спе­
цифічного положення відносно кривої, напр. площини Z — 0
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З  рівнання
дістанемо для координат кривої січення

рівнання кривої в параметричній формі, де змінна незалежна 
н дуга.

Взявши похідні по дузі S, за допомогою формул Френе-Серре 
дістанемо:

В точці зустрічі кривої з площиною ХО У  :Z  — 0 і значить 
Х ' =  0 , Г  =  о, тобто ця точка е особлива точка кривої січення 
а  що це в д в і й н а  точка вона мусить бути точкою звороту.

(Треба взяти на увагу, що вузлова і ізольована точка за 
параметричним визначенням кривої не є особлива, і точка, для 
якої я/==у' =  0 мусить бути точкою звороту).

Координати центру й радіюе щідьнодотичної сфери визнача­
ються рівнаннями:

Е — а — Ару', tj — у — ш г  — [ір/, £ — пт — vp/
Найдімо обгортку сім’ї сфер

де £, ij, і мають попередні значення.
Похідна по параметру в, яку дорівнюємо нулеві, дав

A (X -£ ) - f  г { У — тй +  '>(г — £ )-р /= .о  

або ще за (II. 4)
Apr — x) +  f.(Y  — y) +  v(Z — s) =  o 

тобто х а р а к т е р и с т и к а м и  е к о л а  к р и в и н и  к р и в о ї .

§ 15. Обгортка системи щільнодотичних сфер.

(і - е)8+ ( у - ч)8 +  ( г - Е ) а- ^  =  о;

або за (4)
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Продиферендіювавши останнє ще раз до з ,  дістанемо для 
визначення ребра звороту

I { X —  х )  +  т  (Г — у )  +  п  ( Z  — z )  — о

тобто р і в н я н н я  в и п р я м н о ї  п л о щ и н и .  Вона перети­
нається із щільнодотичними площиною та сферою в точці 
дотику.

Отже — п е р и ф е р и ч н а  поверхня ,  — тобто  о б г о р т к а  
щ і л ь н о д о т и ч н и х  сфер я к о ї с ь  к р и в о ї  п о д в і й н о ї  
к р и в и н и ,  — має цю к р и в у  за ребро зв оро ту ,  а ї ї  
ко ла  к р и в и н и  за х а р а к т е р и с т и к и .

Якщо візьмемо якесь косе коло, то д л я  нього периферичною 
поверхнею буде т р у б ч а т а  поверхня. Задача в неможлива, 
коли

у  +  (Р*0 ' =  о,

тобто коли крива є сферична.
П р и к л а д  1. Розгортна поверхня (геометричне місце дотич­

них) ґ в и н т о в о ї  л інії

х  — a  c o s t ,  y  =  a s i a t ,  2 =  m a t

зустрічає площину X O Y  по кривій

X — х  ^  Y — y  _  Z  _
— у  ~  х  ~~ z ‘

бо за рівняннями кривої

а;' — — у, у '  —  х .
Отже

Х — х - \ -  t y ,  Y  —  y  — t x
аболс

X  t= a  (cos t  +  sin £), Y  2= a  (sin t  — t  cos t).

Це є і н в о л ю т а  кола. Для t  —  0 X  —  a , Y — 0. Ця точка 
є точка звороту, бо

аґ —  a t  cos t  і у ' a t  sin* 

стають нулями при t - О  а

х?у" — у ’х "  _  ______ 1
ж'3 x ' \ s d j  a t  cos® t

при t  —  0 стає безконечно-великим»
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Рівнання ж розгоргкої поверхні дістаємо виключенням # 
5 рівнань

У cos t — Xsin t  - Z 4 - a t =  0
от

рівнання щільнодотячної площини ґішнтової лінії та з рівнянням 

У sin t - \ -X  cos t — a — 0

П р и к л а д  2.— П о л я р н а  поверхня .  Обгортка нормаль­
них площин в «а другий приклад розгортних поверхонь вв’яза­
них з кривою подвійної кривини:

F ( S) ^ a ( X - x )  +  p f r - &)- j-T(2 - - S) =  0.
F  (в) ^  ОІ (X -  ж) +  Р' ( 7 -  і/) +  f  ( Z - z ) ~ ~  (аа? +  8г/’ +

+  fg) =  0 =  y S ; ( X — а;) — 1 = 0 .

Порівнявши (5) та (6 ) § 9 примітимо, що характеристиками 
для цієї поверхні в вісі кривини (полярні прямі), тому й роз- 
гортна поверхня називається п о л я р н о ю  п о в е р х н е ю .

Щоб дістати характеристичну точку, треба взяти ще раз 
похідну по s', тоді, очевидно, дістанемо рівнання (47) § 9. Отже, 
характеристичною точкою буде центр щільнодотичної сфери і з а 
р е б р о  з в о р о т у  п о л я р н о ї  п о в е р х н і  є г е о м е т р и ч н е  
м і с ц е  ц е н т р і в  щ і л ь н о д о т и ч н и х  с фе р .

П р и к л а д  з. О б г о р т к а  в и п р я м н и х  п л о щ и н  к р и ­
вої подвійної кривини

I (X — х) -{- от (F  — у) ~f- іг (Z — s) =  0. 
Характеристики визначаються рівняннями

- Ч « ( Х - я )  +  ~-£Ц Х -г® ) =  о,
або

pla (X — х) -f- Г Zk (X— X) =  0 .
Диференціюванням ще раз по s дістанемо (для ребра звороту) 

р'£а(Х -~ ж) + — сс) +  - ^ іг (Х — х) +  ~ Щ Х ~ ~  ж) — 0 .

Останнє рівнання з допомогою рівнання випрямної площини 
зводиться до виду

р' £ «  (X — х)  -{- У  ЇА ( X  —  х)  =  р.



Розв’язавши два останні рівняння сумісно, дістанемо 

Ь«(Х— »)==■

£Х(Х— ф

( - L )
— гр V r  j

pF — гр'
(  Р ї

f  р у
Рг \ r  J
~ г Р'

( і )
Приєднавши сюди ще (а) дістанемо 

Х - х  =  ±Є ~= Щ -от — гр

у  . ,=
” рр — гр'

урі--
рг' —- Гр'

т

§ 16. Дотична площина та нормаля до поверхні.

Якщо поверхню задано рівнянням F  (а?, у, з)» 0 (2 ), то, як 
-бачили в § 3, рівнання дотичної площини буде:

Я *  (X — я) +  У — у) +  Я .  (Z — z) =  о (16)
Якщо поверхню задано рівнянням z — f {x , y) ,  то відповідне 

рівнання дотичної площини буде
* ( Х - ® ) - Н ( Г  — у )—(JS — z) =  0 (15')

яке можна дістати зваживши, що тоді
F=sf {x , y)  — 3 ~  О,

дх дх . ду ду дз
Але де рівнання (150 дотичної площини можна дістати з (15)-го, 

зауважуючи що також, що частині похідні неявної функції ви­
значаються з рівнянь

F'x - f -р F 'z —  О , Ж’у Ч *  9  Я s —  0 .

Підставляючи здвідсіль F'x, Ж'у у ’ (і5)-те та поділивши 
па F's, дістанемо (15').

*) Як звичайно ~  J—j позначають через р, а  ̂ —через q.
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Я к щ о  поверхню дано в параметричній формі

X  —  ср (  и ,  -V )

У =  ф {«, v) 
s — Х(«,Ф

то підставляючи у F {х, у, s) -  о (2) значіння х, у  та г, ми по­
винні дістати тотожність, тому диференціюючи по и та по tr 
дістанемо

F  Ф жф +  F 'y у'и +  Т г їй  - -  О.
І- '.a x'v "I- F 'у у ’ц -J- F z' . z'v 0.

Звідсіль знайдемо:

____ F
У  it Z і: * Z и У V

F\ F '
: Z qi X v СС иї г) X  v У  X  v  У  и

підставивши у (15), дістанемо рівнання дотичної площини, яке 
напишемо у  формі детермінанта

Х — х Y — y Z — s
® “  X и У и £■ и 61)

X и у іf Z* $

Точку (%,y,s) звемо т о ч к о ю  д о т и к у .
Перпендикуляр до дстич- .

вої площини, що проведено 'і
у  точці дотику, звемо н о р- 
м а л е ю  до поверхні.

Рівнання нормалі буде 
для (2):

Х — х _  Y — y__ Z — г ,
F'u: F'y . ~  F's { t

ДЛЯ & —  f(x,y):

X — % _  Y — y Z — s
V q  ~ ~ Г

і для параметричної форми рівнання поверхні: 

Х — х Y — y Z

62'

У  иїт> Z  w у  v Z  и X  v X  и  S  у ї а  У  v  У и X  р

(63)



К о си н у си  к утів  норм алі з осям и к оор ди н ат (для трдох видів
р ів н ан н я  поверхн і) н адиш уться:

cos («, ОХ) - І'':, ■ ■ Р
■ V  r . j  4 - р 'у - + г г  \ / i + p 2+ q 2

___  І У  и  v ' £  и  У  v

V  e g

cos(n, 0 F ) ~  + F>
(/ +  — |/Г+р*+дг*

^  _|_ 3  U X v X  u  2  v

]/ H ■ — F a

■(84)

eos(n, OZ)-- F'z — і
p7! + p 2+ 3 2

___ _ j_  X  u  У  t i  у  u 'X  ■в

| /  E G --F '1
Подвійний знак відповідає двом напрямам, що можна від­

різняти на нормалі.
Якщо маємо поверхню скрізь опуклу (як напр. сфера, еліп­

соїд, тощо), то цілком визначений зміст мають вирази: зовнішня 
та внутрішня нормаля — як напрями до точок, що лежать зовні, 
або всередині поверхні, тобто до точок, що лежать по інший 
бік поверхні ніж дотична площина або по той самий її бік.

Якщо ж ця поверхня не така, зокрема якщо вона не замк­
нена, то ми вже не маємо цього критерія, — сама поверхня 
може лежати по різні боки дотичної площини, як наприклад 
у однополого гіперболоїда або гіперболічного параболоїда. Можна 
■вважати умовно, — так робить наприклад Bour (J. Есоіе Роіу- 
techn. Cah. 39) — за додатній напрям нормалі вважати напрям 
у ту частину простору, де

F (х, у, з) >  0 .

§ 17. Дотик поверхонь.

Означення: Д в і п о в е р х н і  м а ю т ь  у с п і л ь н і й  т о ч ц і М  
д о т и к  п о р я д к у  п, я к щ о  б е р у ч и  н а  о д н і й  п о в е р х н і  
т о ч к у  М' т а  п р о в о д я ч и  п р я м у ,  не п а р а д е л ь н у  з д о ­
т и ч н о ю  п л о щ и н о ю  д р у г о ї  п о в е р х н і ,  до п е р е т и н у  
в д р у г о ю  п о в е р х н е ю  в т о ч ц і  М", д і с т а н е м о . в і д д а л ь  
М'АГ—б е з к о н е ч н о  малу (n-j-l)-ro п о р я д к у  ві  д н о с н о  ММ'.
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рівнання другої. М  — спільна точка поверхонь. 
Координати точки М'

X i  =  y ( U i , V t ) ,  г/ i ^ ' H U u V i ) ,  Z i — y i U u V i ) .

Х а й  F { x , y , s )  є р ів н а н н я  о д н іє ї п о в е р х н і,

Ж =  <р(«,и), y ~ $ { u , v ) ,  z  =  y j u , v )

Віддаль

MM' =  У  £ [ф (Ui, v\) — <р («, v)]2 =
— у Е  {Ui — и)'1 - f 2  F [u{ — u) (щ — v) -j- Q (г?і — v)2 -ps

позначав сукупність вищих членів розгортання, що мають 
різниці (■щ  — и ) ,  { 1̂ — v )  2-го та в и щ и х  степенів.

Отже головна частина М И' є

]/Е  {щ — м)2 -j- 2F(Ui — и) — v) +  G (-i?i — о)3. (65)
Як бачили у § 2 , через Оялерову тотожність можна пока­

зати, що EG — Я2 > 0 . Отже 
під коренем е вираз, що не 
розкладається на дійсні 
лінійні множники, а тому 
підкореневий вираз не до­
рівнює нулеві ні за яких 
реальних значень відно­
шення ut — u/Vi — v. То­
му М И' одного- порядку з 
різницями

Ui —  U, Vi —  V
або з

\ U i  —  u \  - \ - \ v i  —  г?|.

Якщо позначити через d  віддаль М'М" та через X, [a, v коси­
нуси кутів М'М" з осями, то координати точки М" в

х  — х  і —j- Хсї, у  =  у і -j— —j— \s.df z  =  Zi *-J— vtf.

Підетанова в F {x ,y , s )  — 0 дав (беручи на увагу, що точка 
М" лежить на цій поверхні)

0 =  F (%, у ,z)==.F{xu y i)3 i)- \-d (IF ^  +  ^F'yi, - f  -iF\) - f  d3.Я

де d2.H  є сума тих членів, що мають d  у 2-му та вищих 
степенях).
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К о си н у си  к ут ів  норм алі з осям и к оор ди н ат  (для тр<ьох видів
р ів н ан н я  поверхн і) напиш уться:

cos (п, ОХ) =  + F ' Р
У  Jl ’a? 4- F 'y 14- ~  У 1 +  Р'г+ Ч г

_ І У ь ~ £ и У v
~ ~  у  E G ^ J F -

eos {п, 0 У )= + F'
У F J  - f  F ',/ -[- * V  ~  j / l + p ’H-?*

y~~EG — F*

(64)

eos (n, OZ) — +
У F'x

F'z_______
-! F V H -i'V

=  _|_ Fu y'v — y 'u 
— У E G -- F~

Подвійний знак відповідає двом напрямам, що можна від­
різняти на нормалі.

Якщо маємо поверхню скрізь опуклу (як напр. сфера, еліп­
соїд, тощо), то ділком визначений зміст мають вирази: зовнішня 
та внутрішня нормаля — як напрями до точок, що лежать зовні, 
або всередині поверхні, тобто до точок, що лежать по інший 
бік поверхні ніж дотична площина або по той самий її бік.

Якщо ж ця поверхня не така, зокрема якщо вона не замк­
нена, то ми вже не маємо цього критерій, — сама поверхня 
може лежати по різні боки дотичної площини, як наприклад 
у  однополого гіперболоїда або гіперболічного параболоїда. Можна 
вважати умовно, — так робить наприклад Воиг (J. Есоїе Роіу- 
techn. Cah. 39) — за додатній напрям нормалі вважати напрям 
у  ту частину простору, де

і ?1 (аг, у, г) >  о.

§ 17. Дотик поверхонь.

Означення: Д в і  п о в е р х н і  м а ю т ь  у  с п і л ь н і й  т о ч ц і  Ж 
д о т и к  п о р я д к у  п, я к щ о  б е р у ч и  н а  о д н і й  п о в е р х н і  
т о ч к у  М' т а  п р о в о д я ч и  п р я м у ,  не п а р а л е л ь н у  з д о ­
т и ч н о ю  п л о щ и н о ю  д р у г о ї  п о в е р х н і ,  до п е р е т и н у  
в  д р у г о ю  п о в е р х н е ю  в . т о ч ц і  М", д і с т а н е м о  в і д д а л ь  
М 'М '—б е з к о н е ч н о  м а л у (ra-j-i)-ro п о р я д к у  в і д н о с н о ММ\



рівняння другої. М  — спільна тонка поверхонь. 
Координати точки М’ :

x l =  ^(ui,vi), і/ і = ^ ( мі, н,), Zi —  y tu u v і).

Х а й  F ( x ,  y , s )  є р і в я а н н я  о д н іє ї п о в е р х н і,

Ж =  !p(K,t)), у ~  (и, V), z =  y ju ,v )

Віддаль

ММ' =  | /  І  [ ф  ї ч )  —  <р ( « ,  v ) ] 2 =

= іу Щ г і і  —  и)2 - р  2F(u ,  —  и) ( г і  —  v) 4 -  в  (гч — t;)2 -p e
де s позначає сукупність вищих членів розгортання, що мають 
■різниці (щ — и), (t'i—v) 2-го та вищих степенів.

Отже головна частина ММ' є

] /Е( ііі — u)2-{-2F(ul — и) (t'i — v) +  G(vi — v )\ (65)
Як бачили у  § 2 , через 

вати, що EG — F 2 >  0 . Отже 
під коренем е вираз, що не 
розкладається на дійсні 
лінійні множники, а тому 
підкореневий вираз не до­
рівнює нулеві ні за яких 
реальних значень відно­
шення « і — м/«ч — ь\ То­
му ММ' одного, порядку з 
різницями

« і — и, ti — v
або з

I 'Mt — и  1 +  j Пі — v\

Якщо позначити через d  віддаль М'М" та через X, р, v коси­
нуси кутів М 'М" з осями, то координати точки Ж" в

а; — Жі-f-Xcf, у  =  у і -j- ~f- y.d, г =  гч-f-vcf.

Підетанова в F ( x , y t s) — 0 дає (беручи на увагу, що точка 
М" лежить на цій поверхні)

0 =  1 (аг, іi,z) =  F  (ач, у  і, si) -{- d  Q̂ F*Xx -}- \s.F'yi, -|- vF'^) -}- d %.H

де d2.H є сума тих членів, що мають d  у 2 -му та вищих 
степенях).

Ойлерову тотожність можна пока-
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Якщо
'•ї '»■ ~Г V-Ї ’уі ~Т Ф  3

ТО F(xt,y\.Zt) повинна бути одного порядку 3 (1.
Але головна частина

A F ^ -H ,F V fv F %
дорівнює

/ш й - И /’V b 'A  о;
цей вираз є пропорційний косинусові нормалі поверхні 
F (х,  у ,  з) =  о в точці М  з прямою М ' л і " ,  а тому він не дорівнює 
нулеві, бо пряна М ' М ”, за умовою, не паралельна з дотичною 
площиною в точці М  до F  (а, у ,  г) — 0.

О т ж е F ( x i y  і з 0, д е  з а м ї с т ь  Хі ,уь  я\ т р е б а  п і д  е т а- 
в и т е  ї х  в и р а з и  в ф у н к ц і ї  wi, щ, р о з г о р н е н а  з а  етае- 
п е н ями гі\ —■ и ,  Vi — v  п о в и н н а  б у т и  п ор яд  к у (a  -j- і)-го 
ВІДНОСНО ц и х  р і з  и їх ц ь.

Якщо, зокрема, обидві поверхні дано рівнаннямн

« =  /{*. У), z - = y ( x ,  у )

то умова дотику ( п - ro ) порядку буде така:

Ч а с т и  К ИЯ'І п о х і д н і  до и о р я  д к у н-го В К Л ЮЧИО П 0- 
в и н н і  м а т и  у с п і л ь н і й  т о ч ц і  р і в н і  значення .  Де 
дає для дотику я-го порядку умов

1 _р 2 ф- б —  -j- (та - у  і )  — -
(н-Д і ) {п-1~ 2)

9

Тут можна як у § 29 від. І та § 4 від. Ц,поставити питання
про визначення поверхонь певного типу, що мають найвищий 
можливий  дотик до даної поверхні у даній точці. — Рівняння 
площини має три довільних коефіцієнти, а тому площина може 
мати з поверхнею дотик першого порядку: перша умова — пло­
щина проходить чнрез точку х ,  у , г  поверхні — хай виконується; 
маємо рівнання

A (X — х )- \-В (У — у) -і- С (Z — г) — О
у  якому треба визначити коефіцієнти А, В  та С так, щоб ліга 
частина була другого порядку відносно різниць «, — «, Vi — v\
для цього треба щоб:

Aaf и -{- Ву'и -j- Cz и =  G 

Ах'іі -jr- By'v -[- Cz'v — О,



тав що виключаючи А, В  та С дістанемо

X — х Y - V Z  — z

3? и Уи & и = 0, (61)
syf ах V y'v Z v

тобто дотичну площину. Отже дотична площина мав з поверх­
нею дотик першого порядку.

§ 18. Щільнодогичний параболоїд.

Рівнання сфери має чотири коефіцієнти, а для дотику 2-го 
порядку треба ш і с т ь  умов, тому щоб дістати поверхню, яка 
має дотик другого порядку, треба взяти іншу поверхню, що 
має шість довільних коефіцієнтів. Такою поверхнею в параболоїд, 
рівнання якого

* =  У -{- Вх  -ф- Су -j- (Вх2 -j- 2 Е ху  +  Fy2)

має якраз шість коефіцієнтів.
Попереду напишемо рівнання параболоїду так, щоб він про­

ходив через дану точку х ,  у ,  z ,  тобто

Z  —  z  =  B { X — x )  +  C  ( Y - y )  +  ~ [ D { X - x Y A r

+  2 Щ Х — х ) { У — у) у)а].

Умова, що перша та друга похідні є рівні, дає:

dz.
д х

„  d z  ~
- р ~ В ,  —  ~ q  =  C

д*г
д х 2 ’ 'дх'оу ’ б у 1

Отже рівнання шуканого параболоїда буде:

Z  —  z = p ( X  —  x)-\-q (Г— у) +  ^ [ г ( Х —  ж)8 +

+  2  ̂( X -  х) { У - у )  + 1 ( У -  у)%
Якщо початок координат взяти в точці поверхні й за пло­

щину X O Y  взяти дотичну площину в цій точці, то (66) спро­
ститься й напишеться

Z = ~ - ( r X 2± 2s X y ± t t / * )  (66')

бо х  —  у  ■=■ з  —  $  —  q -= -0.
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Замітьмо, що рівнання (66) дістанемо, якщо ліву частину 
рівняння поверхні s ~ f ( x , y )  розгорнемо, за степенями ( X — к), 
( Г — у ) ,  та відкинемо члени 3-го та вищих порядків відносно 
цих різниць.

Якщо перерізати щільнодотичвии параболоїд'площиною пара­
лельною до дотичної площини, то дістанемо так звану Дюпе- 
нову і н д и к а т р и с у .

Щільішдотичка сфера.

Щоб сфера мала дотик першого порядку до поверхні, треба, 
щоб виконувались умови:

{х — &  —  ф2 +  ( г  —  i f  -• ї ї 1) =  0.
(Х — І) + р ( г  — С; =  0, (У~~-п)~Г<і(г — С) =  0.

Цих умов недосить, щоб визначити чотири коефіцієнти 
сфери. Отже б оо'сфер, що мають  і з  п о в е р х н е ю  в да­
н і й  т о ч ц і  д о т и к  п е р ш о г о  п о р ядку .  Дві останні умови 
можна написати так

І  —  х _  Vj—  У  _  Z  —  с

Р q ~ ~  — 1
Отже ц е н т р и  ц и х  сфер м і с т я т ь с я  на нормалі ,  

яка  в г е о м е т р и ч н и м  м і с ц е м  ц е н т р і в  сфер, що ма­
ють  8 п о в е р х н е ю  д о т и к  п е р ш о г о  п о р я д к у  в д а н і й  
точц і .

Для дотику 2-го порядку повинні стверджуватися ще такі 
умови

l + p 2 +  r{z — С) =  0, pq +  s(z — і), l-)~q2-'r t ( z ~ q  =  0 
звідси

с -  * = -  т + Щ = s = = - т  .
Г 8 t

Якщо ці умови справджуються, щільнодотична сфера існує. 
Такі точки звуть у м б і л і к а м и, або с ф е р и ч н и м и  т о ч к а м и  
(див. § 26).

Рівнання щільнодотичної сфери у сферичній точці на­
пишеться

{ X - x f  +  ( Y — y y  +  (Z~*)* — 2 i [ p { X ~ x )  +
+  q ( У  — У) — (Z— г)} =  0 .

§ 13. Лінії головках дотичних.
Застосуймо критерій дотику а-ro порядку кривої з поверх­

нею до випадку дотику прямої, що проходять через точку по­
верхні z ~ f { x , y ) ,  з цією поверхнею.
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=  а (4)

Хай рівнання прямої буде:
X — х    У  — у    2  —  z

X р. v
так що

Х-=-Х-\-'к.<3, У  Г= у - [ - .  G, Z = z -\ -v .o .

Підставляючи; в рівнання поверхні, для дотику першого по­
рядку повинні мати, що

Z 4~ у з —  f  {х  -~j“ Хз, і/ —|— ро)

в безконечно мала другого порядку відносно а. Але
з  V3 —  f ( x  4-  Хз, у  +  { « )  s  [ е  —  f  (яг, у) \

4 - а [v — рк — д^]   (TV +  25Хіа --У t^ )  -f-

Для дотику першого порядку прямої (4) з поверхнею треба, 
щ об

v — А р - р у - О  або А р [A.g =  v
тобто пряма повинна бути паралельна з дотичною площиною 

Z  — z —р ( Х  — х) — х) — q ( У — у) =  О
Але вона, за умовою, проходить через точку дотику, тому вона 
вся лежить у дотичній площині.

Дотик буде другого порядку, ЯКЩО A, U; V вдовольняють щ е  

умову
г . Xа +  2аХр 4 - #{Х3 =  0 (6 8 )

Це є г о л о в н і  дотичні. У кожній точці поверхні їх дві; 
реальні та різні, якщо r t — вг < 0, уявні, якщо r t — s2 > 0 та 
зливаються, якщо rt — s2 =  0 .

Задача відшукати криві, що лежать на поверхні (1) та що 
мають у кожній точці за дотичну одну, з головних дотичних, 
приводить до рівнань

dx _ d y_dz
X і i v

тобто підставляючи у (68) замість X, ji, v числа пропорційні 
до них, дістанемо диференціальне рівнання а с и м п т о т и ч н и х  
л і н і й  поверхні.

гсїх2 4- 2а dxdy 4- t  ~\- tdy3 =  0. (69)
До цих саме кривих приходимо, коли шукаємо криві на 

поверхні, щ о ї х н я  щ і л ь н о  д о т и ч н а  п л о щ и н а  в к о ж н і й
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т о ч ц і  е в і д п о в і д н а  д о т и ч н а  п л о щ и н а  до п о в е р х н і ,  
о т ж е  в я к и х  б і н о р м а л я  е н о р м а л е ю  до п о в е р х н і .  

Остання умови дає

або
р а  -р дЗ — у =  0, p Z — п = 0  

рх' 4 ~ qif —-z1 — О, рх" - r  qy" — z" О
Але якщо диференціюємо перше по дузі (за рівнанням кри­
вої х, у, з е функції дуги), то мавпо

р х "  +  qy" — з" -j- р ’х' -j- q'y' — О
що через другу умову зводиться до

р'х‘ q'y' “  О 
але

р' =  гх' 4 ~ sy', q' — sx' -f- iy' 
підставляючи маємо

rx'2 4 - 2 sx'y' 4 - t i / ‘2 =  0 .
Помножаючи на квадрат дпференціяла, дуги, дістанемо (69).

§ 20- Особливі точки поверхні.

Дотична в точці поверхні F ix, у, з) =  0 лише тоді визначена, 
якщо для цієї точки F'x, F'v, F's не дорівнюють одночасно 
нулеві.

У випадку, коли для точки поверхні маємо
F'v — 0 , F ’y ■■= 0 , F's =  0 (70)

рівнання дотичної площини зводиться до тотожности 0 — 0 . 
Тоді беремо 2-й диференціал рівнання поверхні. За умовою 
перші похідні дорівнюють нулеві, тому другий дифєренціяд має 
вигляд: ,

F".n; dx2 4- F"m dy2 +  F \z dz~~'v  2 F ’xy dxdy 4- 2F"xe dxdz 4~
-j- 2F"b,s dyclz — 0 .

Але для прямої, що в дотичною до поверхні, dx, dy, dz є про­
порційні до X — з?,| У— у, Z — з, тому підставляючи у (2) замість 
dx, dy, dz числа до них пропорційні, дістанемо

О =  F"aat (X  — а;)* 4- F"m { Y - y f  4- F"„ i Z - z f  +
+  2 F%y ( X -  x) ( У - у) +  2F"m (X — x) (Z — e) +  (71)

4 - 2  F"ys( Y ~ y ) ( Z ~ z ) .
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Це рівнанйя є рівнання конічної поверхні, що зокрема може 
водитись до однієї п рям о ї^  осі пучка дотичних площин, або 

до двох різних площин, або до двох площин, що зливаються 
в одну.

Відповідно до цього відрізняють точки к о н і ч н і ,  б і н л я -  
я а р н і  т а  у н і п л я н а р и і . '

Точка е бішіянарна, якщо Якобіїв детермінант
F"1 XX F"1 ху р/'* хз
F"Г ху 1 VV b,f Г уз -  0, (72)
p/f 1 хг F"1 уг p/f* S3

Точка е уніплянарна, якщо (71) є точний квадрат.
Для цього повинно бути

ptf ptt   ptn   n  P” P/f   F,f P"   A*■- XX - yy 1 Ccy   V} 1 yg І. XX 1 xy1 XS   V,
F"^F% s- F ^ ^ o .

При цьому і Якобіїв детермінант дорівнює 0 .
П р и к л а д и  1, Якщо цисоїда

[х Д- 2а)а +  ху2 =  0 .
(за вісь Г-ів узято асимптоту) обертається навколо вісі Х-ів, 
то дістанемо поверхню

(х 2а )3 -j- х  (у 2 4 - z2) =  0 .
В точці х  =  — 2 а, у — з ~  о є дотичний конус, що зводиться 

до однієї прямої — вісі АЧ в.
Якщо цисоїда обертається навколо асимптоти, то утворюється 

поверхня
(хг 4 - у2) [ж2+ у 2 4 - S3 4 - 12д2]2 — 4а2 [3 {ж2 4 ~У2) +  4а2]2 =  0 

для якої кожна точка кола
s — 0, ~}~У2 — 4а2

е уніпланарна точка.
2) Обертання строфоїдн

(xs 4- У2) х  — а (ж2 — У2) — б 
навколо осі Х-ів дає поверхню

(ж2 4~ У2 4* з2)2 х — й (ж3 — у2 — z2) ■=■ 0 
Що має в початку координат дотичний конус

х 1 — у2 — з2 =  0 .
точка є конічна.
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Якщо строфоїда обертається навколо асимптоти, то маємо 
поверхню

(ж 2 - j -  у 2 - f -  Z2)2 ( X і  -f -  у 2 )  —  а 2 {:  2 ~ р  у г —  Z 2)2 =  О

що в кожній точці кола
х 2-\-у ’1 — a2, z — о

мав біплянарну топку.
Обертанням трактриси навколо асимптоти утворюється по­

верхня

Z — alg- v~> ■х 2 — у 2

| /  ж2 +  у 2
■j/ ■ж2

що зветься п с е в д о с ф е р о ю .
Для неї коло х 2 - \-y -~ a ?  є двійна лінія, вона утворюється 

уніплянарнимн точками.
4) г3 =  к {Xі +  ?у) Початок координат особлива точ­

ка — конічна. Дотичний ко­
нус Ж24 ~5/3 =  0 .

5) г3 — a s2— It {х2 -j- у2) =; о. Поч-.аок є ізольована точка.

6) гН ' 8с2)а (а;2+  2/а) — с* [б (£г +  у2) -f- 4сг]г =  0 .
Коло

х2 +  У2 — 4С2, z — о 
є подвійна (ізольована) лінія.

Надалі ми будемо досліджувати лише звичайні точки по­
верхні.

§ 21. Особливі ТО'ШИ просторової кривої.

До цього часу ми припускали, що крива має в кожній своїй точці 
визначену та лише одну дотичну. Така точка — звичайна точка 
кривої. Але крива подвійної кривини, як і плоска крива, моясе 
мати точки, в яких можна провести більше ніж одну дотичну. 
Такі точки звуть особливими. Якщо криву задано в парамет­
ричній формі, то для особливої точки повинно бути одночасно

з:' = ;  о, у '  — 0 ,  г '  =  0 .

Якщо криву визначено, як перетин двох поверхонь 
F (х, у, Z)  =  0. Ф (ж, у, Z)  =  0і

то для особливої точки повинні стверджуватись рівнаяня 
/■; Ф'г -  П  Ф'„ =  О, П  Ф'.т — А4 Ф'г -  0 , F'x Ф'у -  F;,  ФУ =  о. (73)
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Ці рівнання справджуються:
1) Якщо одночасно або

/ 7,в =  0 , F'y — 0 , F's — 0 
або

Ф* =  0, Ф'г/ --= о, Ф'г =  о.
В цьому випадку дотична площина е визначена або до першої 
поверхні або до другої. Точка кривої перетину буде особливою 
або на першій, або на другій поверхні (§ 2 0 ).

2) Якщо перші похідні по х, у, z  ні для F я= 0 , ні для Ф =  0 
одночасно не дорівнюють нулеві, то повинно бути

F' F' F ’1 X  * у  * 8

ф‘х — ’ф ~у~ ФГ (73'>

Тобто в спільній точці дві поверхні F — 0 , Ф =  0 мають 
спільну дотичну площину, точка буде точкою дотику двох 
поверхонь.

Щоб визначити кутові коефіцієнти дотичної в такій особли­
вій точці, припустімо, що х, у, z  (кривої) е функції незалеж­
ного змінного t. Беручи від тотожностей похідні по t, діста­
немо рівнання

F ’x . ж'-f- F 'y . у' -f- F '£. z ‘ =  0
(74)

Ф'ях ' +  Ф'уУ' +  Ф'і . з ' ввО
що для звичайної точка дають значення пропорційні у\ z'.

Для особливої ж точки ці два рівнання зводяться до одного, 
і ми повинні звернуться до других похідних

•yj'h+  F".JV у'2 +  F”zs ̂  +  2 F y‘ -Ь 2F '„  x'z! +  
+  2F"v> У'*' +  ?'* ■<*' +  F'y У" +  П  z" =  0 .

Ф"ЙЖ rf* +  Ф"№ У'2 +  Ф'Д s'* +  2 ФД, х'у' +  2ФИ x ’z! +
.7-У2Ф V  У’ї  +  Ф'* +  Ф'у У" +  ф'с z "  =  0.

(75)

(76)

Коефіцієнти при похідних другого порядку В (75) та (76) ft 
за (73') поміж себе пропорційні.

Помножаючи (76) на коефіцієнт пропорційности
F' F ’ F'Т- J V ___»___  і 8
ФГГ“  Ф'г, “  Ф'Г

та біднім що чи від (7 б) дістанемо:

-  X Ф"™) F 2+ (F "m  -  \Ф " т ) у 'Ч Д ^ 'Д -^ Ф 'Д ) ** - f  
+  2 {F "v  - >.Ф%) х ' у '  +  2 (F "xs -  ХФДг) x ' z '  +  (77)

2 ( ^ V — хф V ) / 2 '= 0 ,
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що разом з одним з рівнань (74) визначить дві системи значень
ж' У'

s'
яким відповідають дві дотичні.

Рівнаенями для цієї пари дотичних яоперше буде рівняння
F'x {X  -  ж) +  F'y (Y — у) -}- F's (Z — z) — 0 (77)

що е еквівалентне
Ф ' ж ( X -  ж )  +  Ф ' й  ( Г — у) +  Ф ' й ( X — z) —  О 

та рівнання, що дістанемо пїдстановою замість я / ,^ « 'п р о ­
порційних їм чисел

X  — ж, У — ж, Z  — z
в рівнання (77)

{F":ex -  ХФ"**) іХ  — х ?  +  (F"m -  ІФ"УІІ) ( У - y f  +

+  (/** -  ХФ"„) (Z —  sf +  2 (F %  -  ХФ%) ( X -  ж) (У ~ у) +- 
+  2 -  ХФ"«) (X — х) (Z -  г) +

+  2 (F \ s —  ХФ "„«) ( У -  ?/) (2 -  s) -= 0.
Залежно від того, чи буде (77) разом з (74) давати дві системи 

дійсних значень, або дві системи уявних або дві системи, ще 
зливаються на одну (кратну двойну), маємо вузол, ізольовану 
точку, або точку звороту.

П р и к л а д и  1 . В у з о л :  Крива перетину еліпсоїда

7 ?  +  і +  У - і - =  >>(■»*><»
із сферою

жа -Ь у2 z% =  &г
2. І з о л ь о в а н а  точка: Перетин гіперболоїда з еліпсоїдом

ж2 уг 
а 3 Ьг

Z1 1 _ Л  ( #  — « 8

а3 1 °* а 2 +  Vі "> с2
О.

Окремий випадок попереднього є теорема: д о т и ч н а  п л о ­
щ и н а  п е р е т и н а в  п о в е р х н ю  к р и в о ю ,  що  м а є  т о ч к у  
д о т и к у  з а  о с о б л и в у .  Цю теорему можна довести незалежно 
від попереднього. Візьмімо за площину ХОУ  дотичну й точку 
дотику за початок координат. Рівнання дотичної площини

F'x ( Х ~  %) +  F y (У— у) +  F* (Z — s) =  О
повинно зводитись до Z — 0, тому

F'x (0, 0 , о) =  0 (я) F'y [0, 0 , 0) =  0 (&) та У'(0 , 0 , о) = 0 . (с) 
крім того F(0 ,0 ,0 ) =  о (*) за добором початку координат.
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Перетин поверхні F(x, у, з) =  0 площиною ХОУ  в крива
^  </, о) == 0 (d) й особливі точки визначаються умовами 

F'* [о;, у, о) =  0, F',j (х, у, 0 ) =  0 .
Ці умови через (а), (б) справджуються для точки (0, 0, 0), що
'*) належить кривій (сГ).

g 22. Обгортка сім'ї поверхонь, ідо залежать від двох параметрів.

(Обгортки 2-го роду).
Рівнання

F {х, у, s, а, 6 ) =  О (78)
Де параметри а та b довільні, визначає сім’ю поверхонь1).

Будь-яка поверхня (а, Ь) сім’ї перетинається безконечно- 
близькою поверхнею,

F (х, у, z, я -j- da, b -j- db) =  0 (78')
по кривій; щоб визначити цю криву перетину, можна (78') через 
(7.8) замінити рівняннями:

О — F'a da 4" Р'ь db.
Ці поверхні в границі проходять, при будь-якому відношенні 

db : da через точки, що визначаються рівняннями
Р = 0 ,  P 'e = 0  F'b-=Q (79)

які звуться х а р а к т е р и с т и ч н і  т о ч к и .
Геометричне місце цих точок звемо о б г о р т к о ю  с ім ’ї (78).
Теорема: К о ж н а з п о в е р х о н ь  с ім ’ї (78) д о т и к а є т ь с я ,  

в х а ' р а к т е р и с т и ч н і й  т о ч ц і  до о б г о р т к и .
Справді, з (79) можна найти а та Ь, як функції х, у, z  та під­

ставити у (78). Результат буде рівнання обгортки.
Якщо х, у, з є її точка, то для неї F'a =  0  та F b~ 0 (2 ) да­

дуть відповідні значення параметрів а, Ь, отже
а ? (х, у, Z), у, г). (80)

Дотична до поверхні (і), що відповідає цим значенням буде 
F'* ( Х ~ х )  +  F'y (Г -  у) +  F', (Z -  z) =  0 .

Якщо беремо обгортку ж на ній ту саму точку, то
F = 0 , Fra =  0, F'b =  0 . (79)

Розв’язуючи ці рівнання відносно х , у, s  дістанемо рівнання 
обгортки в параметричній формі з параметрами а та Ь. Якщо

Якщо рівнання має один параметр, воно визначає со1 поверхонь, якщо
2 параметри незалежних, то с о 2 ;  взагалі якщо рівнання від місць «  незалежних 

Параметрів, то воно визначає ос« поверхонь.
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продиференціювати п е р ш е  по а та Ь, то з допомогою двох 
останніх дістанемо:

/?'*.SE/e +  / 7W »  +  / V 8/o =  0 .
F', . х'„ +  F'y у'ь +  F's . г ’ь =  0 .

Мінори матриці
а V а За

а-'ь Уь з'ь
« пропорційні відповідно F'j;, F'y, F't, в які підставлено зна­
чення х, у, z, а, Ь відповідні взятій характеристичній точці.

Ось теорема, що е застосованням теорії обгорток. 
П о в е р х н я  е о б г о р т к а  д о т и ч н и х  п л о щ и н .
Для розгортних поверхонь це вже було доведено.
В рівнянні дотичної площина

р ( Х — х) +  q ( y  —  у) —  [Z —  г)  =  0 (а)
Р, q, z  в функції х, у. Тому обгортка визначається рівнанням 
дотичної площини та різнаннями

г ( ^ - а )  +  в ( У - у )  =  0 і
— ») +  #(У— у)  =  0 . ! [ ’

Якщо r t — s2 =  0 (при r t — в2 =  0  поверхня буде розгортна, 
що буде доведено далі), то з (і) виникає

X — Я =  0, У — у =  о,
а  тому

Z ~ z  =  0
тобто: х а р а к т е р и с т и ч н а  т о ч к а  є я к р а з  т о ч к а  до­
т и к у  н а  к о ж н і й  і з  д о т и ч н и х  п л о щ и н .

Іноді в рівнанні сім'ї поверхонь є не два параметри проміж 
себе незалежні, а 3 або більше, які зв’язані проміж себе спів­
відношеннями в такому числі, що залишаються незалежними 
лише двоє.

Цей випадок розв’язується, як аналогічний випадок для плос­
ких кривих.

Візьмімо випадок 3-х параметрів, що зв’язані одним спів­
відношенням

F(x, у, з, щ Ь, с) =  о, ф (а, Ь) =  0 . (81)
-За попереднім повинно бути

F'a +  F 'c ^  =  Q, F 'b +  F c ||  =  0 . (82)
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Причому
де , де 
да 1 дЬ

визначаються з рівнань
. . .  де . . , , де

¥а +  '-?е а» =  0' tPs + ' f c 0* =  °- (83)

Виключаючи звідси
де . де 
да 1 дЕ

дістанемо два рівнання

F 'atfc — F 'c'р/» =  0, F 'h ф'о — F'c Дь — 0. (84)
Залишається виключити а, Ь та с.

Часто-густо зручніше зробити так: множимо (8 В,) 
на X та додаємо до (82*) та (822). Дістанемо

та (83а)

Ап
F'а -f- ХДЯ Д~ (F'0 Д- Х®'с) =  0. (85,)

ґ' 'ь Д- Х'р'й Д- ^  (F'c Д- X'f-Дг) =  0 . (85j)

Використовуємо довільність X так, щоб коефіцієнт при

— та F'e Д- Хф'с 
да № т

дорівнював нулеві:
F'c +  Xif/,, =  0. (86)

Тоді (85і) та (852) зведуться до '

F' а Д~ Xtp'o =  0, F \ -|- /Д і =  0 . (67)
З 5-ти рівнань (811), (82а), (8 6 ) та (871)2) виключимо а, Ь, с та X. 
Це еквівалентне тому, що беремо частинні похідні по а, Ь, с, 

як по незалежних Змінних від F-\-h$ та дорівнюємо їх нулеві 
Й приєднуємо рівнання (8 j,) та (8 |3).

Приклад .  Знайти обгортку площин

якщо прямокутний паралелепіпед, що збудовано на а, Ь та с 
мав сталий об’єм, тобто

abc =  const =  К1.
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Замінимо останнє рівняння на рівнання

Маємо:

або

їда +  ІдЬ +  Іде =  Щк.

_х__
а2”*-  а ~~

X X  у  , Z

а “  І + Т
1

рівняння обгортки буде
27 x y s = k s

^  +  х



Р о з д і л  III.

Кривина поверхонь.
§ 1. Довжина перпендинуляра з точки на дотичну площину.

Хай поверхню задано рівнянням
s =  f{ x ,y ) .  {1)

а точки (х 4  dx, у-\~фу, s-j-Аз), де
As = \f(x  +  dx, у  - f-dy) —  f ix , у) = У С ІХ  4 - qdy

(rdx- -j- 2.чг!/Х(Іу -(- tdy2) -j-

опустімо перпендикуляр на дотичну площину 
Z  — з —р  (X — х ) — 2 (У — у)-=ї о 

Довжина його дорівнює
Аг-—pdx  — qdy  1 rdx2-f-2sdxdy-\-tdy2 ,
j / T 2 V  Н - р а +  #ї_ ‘

Отже п е р п е н д и к у л я р ,  с п у щ е н и й  з т о ч к и  п ов ерхн і ,  
сум іж ної з точкою (х ,у ,з )  на д о т и ч н у  п л о щ и н у  в д і й  
й е ч ц і е б е з к о н е ч н о  м а л а  д р у г о г о  п о р я д к у  

д и ф е р е н ц і я л і в  к о о р д и н а т .
Але, коли dx, dy такі, що

rd Xі 4- 2 sdxdy 4- tdy2 =  О, (3)
довжина цього перпендикуляра буде безконечно мала 3-го 

порядку,
Рівнання (3) підпорядковує кожній точці площини ХО У  два 

напрями в просторі — дві площини, перпендикулярні З площи­
н и ! ХОУ, які перетинають дотичну площину по двох прямих, 

з поверхнею дотик другого порядку. Ці прямі звуться 
г о л о в н и м и  д о т и ч н и м и  поверхні.

Рівнання (3) є диференціальне рівнання; якщо його про- 
інтеґрувати, то дістанемо два співвідношення виду

Ф (х ,у  =  с,
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що визначають в просторі систему ціліндрів, які вирізають на 
поверхні криві, що мають у кожній своїй точці за дотичні— 
головні дотичні поверхні. Ці криві називають к р и в и м и  г о л о в ­
н и х  д о т и ч н и х  або а с и м п т о т и ч н и м и  л і н і я м и .

Так, для гіперболічного параболоїду
2z =  — у 2, г  —  і, s =  o, t  =  — 1

Рівнання його асимптотичних ліній
dx2 — dy2 0

розпадається на 2 :
dx ~ rd y  =  o

звідкіль
у  — х  — с, і y - j-x  =  c/

площини, що перетинають поверхню по прямих лініях, які 
й будуть асимптотичними лініями.

§ 2. Вигляд поверхні навколо звичайної точки. Дюпенова індикатриса. 
Класифікація звичайних точок поверхні.

Хай М  звичайна точка поверхні
s  =  f ( x , y )  (1)

Щоб визначити вид поверхні навколо цієї точки, візьмімо 
її за початок координат, а площину, дотичну в цій точці до 
поверхні, за площину Х О У .  Тоді, якщо f { x ,  у )  можна розгор­
нути за цілими степенями х, у  дістанемо:

z =  \  (г х 2 +  2 sxy-\~ ty2) - f  -  * 3 (кхв +  Ш 2У +

+  3т ху1-\~пу2)-\~...
бо за таким добором осей повинні дорівнювати нулеві вільний 
член та коефіцієнти при ж та у  першого степеня.

Перетнімо поверхню площиною s =  h (ft — мала величина). 
Крива перетину проектується на паралельну площину Х О У  
кривою:

2ft. 4 - ГХ2 2sxy £ 3

де в сукупність членів 3-го та вищих порядків відносно х, у.
Для малих значень х, у, тобто для точок поблизу початку 

координат можна не звертати уваги на ці члени й крива січення 
біля точки (0 , 0 , 0 ) буде приблизно крива

2 ft — гх2 -(- 2 sxy  +  ty2.
Ця крива є також перетином щільнодотичного параболоїда
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4')

z ~ h ,  вона подібна кривій
г,ї ‘ -)- 2 аху 4 - 1'}1 =  1

називають Д ю п е н о в о ю  і н д и к а т р и с о ю  Dupin.
Ця крива буде еліпсою якщо r t~ ~ s 2>  0 (реальною, якщо г  
t додатні) гіперболою якщо r t — s2 <  0 , та парою паралель 

прямих, якщо r t — -s2 0 (випадок параболі),
В першому випадку еліпси реальні, якщо знак h е однак

із знаком г та t, уявий за протилежного знаку. Поверхня 
(біля точки дотику) по один бік дотичної площини. 

Щільнодотичний параболоїд буде еліптичний.
Саму точку звуть е л і п т и ч н о ю  точкою.
У другому випадку гіперболі реальні при будь-якому 

значенні Ь, але містяться залежно від його знаку в одній 
пар вертикальних кутів, що утворюють прямі

е асимптотами для всіх кривих та є одночасно січенням 
дотичного параболоїда дотичною площиною — площиною 

ХОУ. (Для еліптичної точки асимптоти індикатриси уявні). По­
верхня лежить вище й нижче дотичної площини.

Щільнодотичний параболоїд буде гіперболічний.
Точку звуть г і п е р б о л і ч н о ю  точкою.
Маоетаннє, якщо rt2 — s- о,(4')є пара паралельних прямих

реальних, або уявних залежно від знаку h.
Параболоїд перетворюється на параболічний циліядер. Асимп­

тоти індикатриси зливаються в одну подвійну пряму, бо ліва 
частина рівеання в при цьому точний квадрат. Точку звуть 
п а р а б о л і ч н о ю  точкою.

Пр и к л а д  і. Тор, це тіло, утворене обертанням кола пев- 
вого радіюса а навколо вісі, що лежить у ного площині, але не

Рис. 14.

rx2 -f- 2sxy ty2 =  О (5)
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проходить через його центр
(яг* 4- у* +  z3 4- б* — а2)2 — 4д2 (х2 +  У2) =  О 

має еліптичні точки в своїй околишній частині, гіперболічні, 
на внутрішній, параболічні— на межі поміж обох частин т. т, 
на колах дотику площин з — +  а з поверхнею тора,

2 . Обертання ланцюгової лінії навколо прямої перпендику­
лярної до її осі симетрії віддаленої від вершини на а, дав 
поверхню

йг [  £. X L V  
у 2 - | - г 2 = —  а

Якщо перенести початок координат у  точку (а, 0, 0 ) то ді­
станемо

уа +  Є»=* — (в
аг — о ж — а. \ 2

_ |_е 5“

(0 , 0 , 0 ) — точка гіперболічна.
3. Поверхня

а ї г = ( * - 1 г )
утворена перенесенням кубічної параболі паралельно самій до 
себе, так що її точка перегину рухається по параболі 2-го по­
рядку в площині ХОУ, перпендикулярній до площини кубічної 
параболі. В початку координат1 маємо параболічну точку.

§ 3. Зв’кзон асимптотичних ліній із індинатрисаю.

Вибір осей О Х  та ОУ покищо не зроблено. Якщо за вісі 
візмемо вісі індикатриси, то (4') набирає вигляду:

1 —  Гі х 2 -f- U У2
рівняння (4)

2h =  г і Xі +  k  у2,
при чому

Ті -j- м ■ Т і  ft =  Tt —— S 2

Кут повертання визначається формулою

tS — ~ ~ і

Отже дістанемо два взаемно-перпендивулярних напрями — на­
прями осей індикатриси.

А с и м п т о т и  і н д и к т  р и с к  (5) є о д н о ч а с н о  н а п р я м и  
г о л о в н и х  д о т и ч н и х .

!) А також вздовж всієї параболі переносу.



Справді, головні дотичні лежать у  дотичній площині 
умовою

г dx
~ds

(їх
ds

dy . і dil\
ds j =  0.

та

Ми взяли дотичну площину за площину ХОУ, тому, якщо 
рвутголоЕно'і дотичної з вією AM в, то

cos 8 =  ■ds difЯІП Й =  —н d s ’
тому дістанемо:

r  cos2 р +  2s cos {з sin В -J- і - sin* о 
однакове з рівнянням (5), бо точка ж — cos [З, у =■- sin (J по- 

gjpffia лежати на асимптоті. Цим пояснюється назва асимпто­
тичні лінії — вони е о б г о р т к и  а с и м п т о т  і н д и к а т р и с  

р і з н и х  т о ч о к  п о в е р х н і .

4. Лінії кривини. Сферичні точки.

Напрями осей індикатриси подідяютьпополам кути проміж 
асимптотами. Обгортки цих дотичних звемо л і н і я м и  п р и ­

викни— ми зустрінемося з ними далі. Ці лінії ми також діста­
немо, якщо поставимо задачу — визначити ті лінії на поверхні, 
що в їх безконечно близьких точках нормалі до поверхні пере­
тинаються.

Взагалі в двох безконечно близький точках {х, у, з) та 
i x  +  dx, y  +  dy, z--\-dz) поверхні z  =  f{ x , у) нормалі

та

Z  — z  У -  у _  /б— ," 
— і d Р

Z —-з — (Із У — y -\-d y  __ X ■— х  — dx
— і q -j- dq p  -{- dp

Be перегинаються. Щоб вони перетиналися треба, щоб ці 4 рів- 
яання справджувались однаковими значеннями X, У, Z. Позна­
чивши спільне значення трьох перших відношень через з та
відставивши їх до других дістанемо:

. , ра — dx оз — dy-> у- ds — == У —----- -p -\-d p  q-y-aq
Вирівнюючи перше відношення з другим та третім дістанемо: 

- dp -j- ds ip -I- dp)-j- dx =  o '
3dq -j- ds {q - f  dq) -j- dy =  ().
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Виключенням а звідси маємо:

d z  (p d q  —  q d p )  -f- ( d q d x  — d p d y )  —  0. (6)

Замінивши

dz —  pdx -\-qdy, dp =  rdx-\-sdy , d q  =  sdx --p tdy (6') 

та відбираючи члени з dx2, dxdy, dy3 дістанемо:

(7) 0 ~ d x 2 [s(l -f-p2) — qpr]-\~dxdy[t{l + p 2) — з" (1 +  <Z2)] -f- 
+  dy2 — s( l  +  g*)].

За рівнанням поверхні p ,q ,r , s , t  e функції від x, у; тому це 
е диференціяльне рівнання, проінтеґрувавпш яке ми знайдемо 
два рівнання виду Ф (х, у )  — const відповідно двом коренем

> Що їх можна дістати з рівнання (7).

Кожне з цих рівнань визначає в просторі сім’ї  циліндрів, 
що вирізають на поверхні ї ї  л ін ії кривини. Напрям їх у  ви­
браній вище системі координат для точки (0, 0, 0) визначаються 
при заміні в р  =  д —  0

s d x 2 -f- ( t — r )  d x d y  — s d y 2 =  0 

2s
T —— t  ’

звідкіль
2 d y d x  

d x 2 — d y 2
абр позначаючи

d y
a x

дістанемо

tg 2as =  -

( 7)

2s
r  —  t  ’

тобто дотичні до ліній кривини зливаються з осями інди­
катрис.

Отже, через кожну точку поверхні проходять по 2 пари 
ліній:

1) Дві асимптотичні лінії, дотичні до яких в відповідні цій 
точці головні дотичні, або асимптоти індикатриси.

Ц і л ін ії перетинається взагалі не під прямим кутом.
2) Дві л ін ії кривини, взаємно перпендикулярні, дотичні до 

яких є осі індикатриси та бісектриси кутів проміж ї ї  асимптотами.
Є на поверхні точки, в яких напрями ліній кривини стають не- 

визначені. Це £в точки, для яких разом дорівнюють нулеві
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коефіцієнти при d x 2, d x d y ,  d y 2 в їх рівнаені (7) тобто 

s (1 + р г) — q p r  =  О, t (  1 + р 2) — г  (1 +  ф )  —  0, 

p q t ~ s ( l  +  q y 2) =  0.

Ц і умови зводяться до двох

г  _ s _ t

Отже, на к о ж н і й  п о в е р х н і  і с н у ю т ь  (реальн і  або 
уявн і )  точки,  в я к и х  н а п р я м и  л ін і й ,  к р и в и н и  не- 
в и зн а ч е н і .  Т а к і  т о ч і і и  з в у т ь  у м б і л і к а м и  або ефе- 
р и ч н и м и  т о ч к а м и  (французькою мовою ombilics, німецькою 
Nabelpunkte).

Як бачили раніше {§ 18) в сферичних точках сфера мав 
з поверхнею дотик друго порядку.

Крім асимптотичних ліній та ліній кривини маємо ще одну 
варту уваги систему ліній на поверхні — геодезичні лінії.

§ 5. Геодезичні лінії.

Геодезичні л ін ії на поверхні є т і ї ї  лінії, для кожної точки 
яких випрямна е площина дотична до поверхні, а тому головні 
нормалі цих ліній е нормалі до поверхні у  відповідній точці.

Якщо рівнання поверхні візьмемо в формі s ~ f ( x , y )  то за 
умовою

І т _  п
р  q  — 1

а тому рівнання

М ~j- ряг -f- ~  О
перетворяться на

РЦХ' +  ЯУ' —  s '= 0

Р  U/ г "  —  s’у " )  - j -  q {s'x11 - -  x 's " )  —  ( х 'у "  —  г/ 'ж ") =  0.

Останнє можна переписати у вигляді детермінанта

р Ч —  1

У' € :
х" У" z"
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Помноживши перший стовпчик на р, другий на q та від­
нявши від третього, дістанемо:

р  — (1-т-і5а +  9а)

%' у' 0 =  0.

х" у" z!’—рх" — qy"
А-те похідна від (6') дав

s" —рх"  — qy" — p'sf -f - / /  — (n !  -j- si/) x' -J- 
-j- [sx' -J- ti/) ■/ =  r:i'2 -j- 2rx'i/ -f- i / 1 

тому детермінат набирає виду

р q —  ( і - Н р 2 - Ь є 2)

о =  а/ у ' 0 (9)
х "  у "  ( г х " 2 - /  2 $ х / у ' і / 2) 

що після розгортання дав

О =  (rx'3 -j- 2 sx '/  -f-t / 2) (ру '  — ух') — (%'/’ —
—  у ' х " )  (і +  р а +  ^ ) ;  

помножаючи на dsг, дістанемо:

О =  (rdx* +  2sdxdy -j- tdy*) (pay — qdx) —
—  (1  --І- 'у  і ( d M 'l y  —  d y c P x ) .

Це є диференціальне рівнання другого порядку поміж х ,  у ;  
проїнтеґрувавшн його визначаємо циліндри, що вирізають на 
поверхні її геодезичні лінії.

Геодезичні л ін ії е взагалі найкоротнха віддаль поміж двох 
досить близьких точок поверхні, рахуючи його по самій поверхні.

Вони в форма рівноваги важкої, гнучкої, нерозтяжної нитки, 
яка лежить ка поверхні; отже вовн на поверхні відіграють ролю 
аналогічну ролі прямих на площині. Ці властивості геодезичної 
лінії доводять у відповідних розділах варіаційного числення 
та механіки,

§ 6. Кривина ліній на поверхні.

Дюяенова індикатриса характеризує поверхню цавколо її 
звичайної точки січеннями площин, паралельних до дотичної 
гШЩщ ііи. Щоб поповнити цю харатеристФьу, розгляньмо, яку 
|кїішши¥ мають м точці, .поверхні різні кризі, що їх проведено 
ііа ті сне рх ні через що точцу. При цьому спочатку покажемо, що
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досить дослідити лише плоскі .криві (теорема І) потім, що 
я плоских розрізів досить досіщщти лише нормальні (тобто, ТІ 
що їх утворено площинами, проведеними через нормаль до 
поверхні (теорема II), після цього (будемо досліджувати кри­
вину останніх,

*їгеоР'егзгга і. К р и в и н а  ( п е р ша )  б у д ь - я к о ї  к р и в о ї  
що  п р о в е д е н а  на  д а н і й  п о в е р х н і  ч е р е з  з в и ч а й н у  
ї ї  т о ч к у ,  о д к  а к о в а з к р и в и н  о »  п л о с к о ї  к р и в о ї ,  ііо 
я к і й  п о в е р х Н Я  Ї Хе рет ия ае ТЬСЯ ЩІЛЬНОДОТИЧНою 
п л о щ и д о іо п е р ш о ї  к р и в о  ї.

Хай дана поверхня в
8 — f{X,y)  (і )

та (х, у, з) її звичайна точка.
Хай через точку (х, у, з) дедеко криву, що на площину 

X O Y  проектується кривою у для її точок -є ь функцій х:
г =  е (ж)],

тому
^= р~гйу'>  s" =  г +  2ву' +  t i /1 - j -  ( i f  ( ю )

отже коефіцієнти рівнанна щільнодотнчної площини кривої 
напишуться

X  =  у' ( r -f- 2 Si/ - г  ty n \ — ру"

B  =  —  ( r  - f  2зі/  - f  t / r ) — q t f  (11)'

c  — у"
Щоб відрізнити точки плоского січення, позначмо їх коорди­

нати через X, Y, Z; — вони визначаються рівняннями:
Z ~~ f  (X, Y) (12)

О =  [г/ {X— х) — (7  — у)\ (r -^2sy ' +  ty'i )-{-
- /y " { Z  — z — p { X — -/  ^ { Y  — y)\. ^

Перша та друга похідні по X  від (і?) та (is) , точки

Z '= p  +  q Y ' (  110 Z” =  r-\-2sY '-\-ty '*  +  qY" (1і2)
ІУ' — і О І*1' 2s.y/ +  ty'~) -{- у" (Zr — Р — <1Y') =  0 . (15і)

—. Y" (г 4- 2 s /  - f  іі/* ) +  у” {Z” — qY") — 0. (іб2)

За допомогою двох перших, два останні рівнання зводяться до 
І / — У') (?' - /  2-зр1 / - І у'-1) — 0.

— Y" (г +  2в /  +  ty'*) +  У" (r +  2sy Г  + 1!/-‘ =  О,
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Перше дає =  якщо
Т -{- 2sy' +  t>j ~ ф  0 (15*)

тоді друге дає Y" — y". А якщо так, то за (14і) (142) та (іо2) 
маємо

Z '^ z ' ,  Z " ^ 3 ”
Отже, в точці (х, у, г) рівні значення мають перші та другі 

похідні, так для кривої подвійної кривини як і для січення 
поверхні щільнодотичною площиною взятої кривої. Але вираз 
для радіюеа першої крнзини залежить лише від похідних 
першого та другого порядку. Тому радіюеи кривини для обох 
кривих рівні, що й треба було довести.

Щож до умови (15*) то вона відокремлює асимптотичні лінії, 
для  яких, як ми бачили

r --Y 2sy' ф  іу '2 ~  0 .
Для асимптотичних ліній щільнотична площина є площина, 

дотична до поверхні, а ця остання, як було доведено, перерізає 
поверхню по кривій,що має точку дотику за особливу точку. 
Дотична в цій точці й буде дотичною до відповідних асимпто­
тичних ліній.

Справді, рівнання
(■у ' — >") [г 4- 2s?/ 4 - tif1) =  О

для асимптотичних ліній справджується тому, що для них
Г 2.sy' 4  =  О

а рівнання
— У" (г 4 - 2Зі/ 4 - t f 1) - f  i f  (r 4 - 28 У' +  ty '2) — o 

через те саме зводиться до рівнання
у" (г 4  2s Yr 4 - tyn) - 0 ;

а що у” ф  0 взагалі, то робимо висновок, що
?/ =  У_ф,.

навпаки*' у" та Y" не є рівні, а тому і z" отже дотик
асимптотичної лінії з кривою, по якій перетинається поверхня 
її щільнодотичною площиною є взагалі лише 1-го, а не 2-го 
порядку, (J. М. de la Gournerie).

З в ' я з о к  п р о м і ж  р а д і ю е і в  к р и в и н и  д в о х  к р и в и х  
дав в цьому останньому випадку Бельтрамі (Е. Beltrami).
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Диференціюючи тричі Z — f{X,  Y) та дідетлвляючи коорди­
нати а?, У, ® та Y' =  у', маємо для плоского перерізу 

Іс +  з ly,Jr  з ту'2 +  «у/і! -(- з (s ~j- гр7) У" - о 
а диференціюючи рівнання асимптотичних ліній, дістанемо 

А -|- Щ ’ -ф- 3ту1'1 -f- пі/* -|- 2 (s +  ty') у" =  0 .
Порівнюючи з попереднім, маємо

З Y" — 2у",
а тому

3Z"4-2z"
отже

переріз щільнодотичної площини.
Ця метода обмежена тим, що її можна застосувати лише для 

гіперболічних точок з конечними радіюсами кривини (бо не 
повинно бути s-j-£y' =  0).

Теорема II. (Меньє — Meusnier). Я к щ о  ч е р е з  о д н у  й т у  
с’а м у  п р я м у ,  д о т и ч н у  до п о в е р х н і ,  п р о в е с т и  д в і  
п л о щ и н и  — одну ,  що  п р о х о д и т ь  ч е р е з  н о р м а л ь ,  
а д р у г у ,  що у т в о р ю є  з п е р ш о ю  к у т  то р а д і ю с  к р и ­
в и н и  ц ь о г о  п о х и л о г о  с і ч е н н я  — є н р о є к ц і я  р а д і ю -  
с а  к р и в и н и  н о р м а л ь н о г о  с і ч е н н я  на  цю п л о щ и н у ,  
тобто о ~ В .  cos<р.

Хай точка М, точка похилого січення, безконечно близька до 
точки О; можна вважати, що вона належить до кола кривини 
цього січення в точці О. Спу­
скаємо з точки М  перпенди­
куляра МР  на дотичну площину 
й MQ на дотичну пряму. З прямо­
кутного трикутника MPQ (в яко­
му кут QMP дорівнює кутові <р, 
що є очевидно міра двостінного 
кута проміж площинами ZOQ та 
MOQ) маємо

Рис. 15.
МР — MQ . cos ср

Якщо ОК діяметр кола кривини січення, що ми розглядаємо, 
то ОК перпендикулярне до OQ; з подібнеєтн трикутників ОКМ 
та OMQ маємо:

MQ ОМ 
МО ~  ОК
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Позначаючи через р радіюе, та рахуючи безконечно малу 
хорду ОМ, рівною безконечно малій дузі ds проміле тими саме 
точками, знайдемо

/7
MQ — - ~  ,

а тому

М Р ■-
2 р COS !

Ми вже мали, що довжина перпендикуляра на дотичну 
площину (незважаючи ка безконечно малі вищих порядків)

1 гФх- -f- 2sdxdy +  tdy2
2" ]/ H - > 2 T V "

МР-

отже

Ш р р Ш М
cos(p |/ і р ' * ( р

(йу\*^ Us
dx dy . . rде та ~  є косинуси кутів, що утворює дотична в точці О

з осями ОХ та 0Y. Якщо проведемо через цю дотичну та нор­
маль площину, то для розрізу, що дістанемо,

dx dy 
ds ’ as

зберігають ті саме значіння, але р заміниться на В та <р =  0 .
Отже

r, s, г,

( d x Y  , ( dx\ f  dy\ ,

Ті у  1

dy
ds

p R cos у
звідкіль

p ~ R .  eos<p (16)
це і в формула, що стверджує теорему 
Mensnier.

Отже, якщо повертати січну пло­
щину навколо дотичної, то в площині, 

нормальній до цієї дотичної, центр С похилого розрізу опише 
коло, що лає МК  за діяметр (воло Мепвпіег’ове).
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§ /■ і вловні нормальні впевни.

Ми покищо не робили жодних припущень щодо вибору 
системи координат. Візьмімо теиер точку поверхні за початок 
координат, дотичну площину за площину X O Y .

Тоді для початку координат =  о,

d x
d s

COS я. d y  
d s '

dz
sm a, —  =  0.

d s

Попередня формула дав:

~  =  Г COS2 a -}- 2s COS a sin a-\-t  s ill2 a (17fb
або, якщо завести синус та косинус подвійного кута,

2 р І £ р___£
- g — —------( - s . s in 2 a -]-----—  C0S2a. (IS)

Якщо змінюється а, тобто коли повертати січну площину 
навколо нормалі, то значення В  змінюється.

Найбільше та найменше значення В  дістанемо для того а, 
що справджує рівнання

2s  . co s  2а —  ( г  — t) sin 2я =  О
тобто якщо

‘8 2* =  Т = ( .  <18'>
отож для а дістанемо два значення а0 та

“° +  Т -

бо а визначається з тангенса подвійного кута. 
Напишемо вираз для В  так:

J_ e  і .  cos 2a [2S . tg 2a +  (?’ — t)} =

r - \ - t  , 1 . 4rz-\-{r — t)2
— -  y _ v -'

Відповідно двом значенням a0 та

іat =  «о — -■
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cor 2a має двоє значень
1

Отже,
У  і t g '  2a

гЛ- t

У('ґ— t f - R l S 2

_1
Я і

І _  т t 
В 2 ~~ 2

2 +  у ) /  іГ-~

У  ( r - t f - f - i s 2

Одне значення буде найбільше, а друге найменше. 
Справді, друга похідна

= — 2 [2s . s i n  2cr.-\-(r —  t) c 0 S 2 a ] =R j  a ’

= —  2 COS 2a .
4s2 -}- (r — 0* 

r  — t

(1 9 )

має той або інший знак залежно від знаку cos2«.
Теорема3.Н а п р я м и  д о т и ч н и х ,  щ о в і д п о в і д а ю т ь  го­

л о в н и м  н о р м а л ь н и м  с і ч е н н я м ,  з л и в а ю т ь с я  з о с я ми  
Б и р і н ’о в о ї  і н д и к а т р и с и ,  т о м у  л і н і ї  к р н в и н и  ма ­
ют ь  за д о т и ч н і  — д о т и ч н і  г о л о в н и х  н о р м а л ь н и х  
с і ч е н ь .

Якщо за вісі ОХ та OY (покищо довільного напряму) взяти 
саме напрям осей індикатриси* то рівнання її буде:

Г\ ж2 -f- U уг =  і ($і — 0 )
а рівнання (18') дає

tg  2a =  О
тобто

«о  =  о, “ і =

Відповідні значення радіюсів
1 . 1 
R i ~ Tu R%

отже

1U ~  COS2a - j-~ j-  s i i l2a. M\ ІІ2

Це є зв'язок поміж радіюсом будь-якого нормального січення 
та радіюеами головних січень. Хай R' радіюс кривини для січення
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перпендикулярного до першого, тоді 

 

Якщо додати одне до одного, то дістанемо

( 2 0 )

( 21>

що дає Ойлерову теорему:

Теорема IV. С у м а  м ір  к р и в и н и  двох  вз ає мн о  пер­
п е н д и к у л я р н и х  н о р м а л ь н и х  с і ч е н ь  п о в е р х н і  до­
р і в н ю є  с у м і  м і р  к р и в и н и  г о л о в н и х  н о р м а л ь н и х  
ї ї  с і чень .

в даній точці. Якщо ця величина дорівнює нулеві, радіюси 
кривини дорівнюють на величину, але спрямовані в різні боки 
від поверхні; таки поверхні звемо м і н і м а л ь н и м и  поверх­
нями.

§ 8. Загальний спосіб визначити головні нормальні січення.

Вернімось до загально виразу (&) для міри кривини нормаль­
ного січення. Якщо позначимо я, р, ? косинуси кутів, що утворює 
дотична з вісями координат O X ,  O Y , OZ, то дістанемо, диферен­
ціюючи

воно виходить також із перпендикулярности дотичної до крн- 
вої з нормалею до поверхні. Підставляючи це значення для 7 
у співвідношення

середньою кризиною поверхні

f{x,  у) — 3 =  0 ,

якому повинна вдовольняти кожна точка кривої 

ж =  <|> {$), У =  Ь (s), г =  X (в), 

що лежить на поверхні, таке співвідношення:

0 =  p a - J - 3l3 —  у;

(П

* * + +  1.
дістанемо:

аг(1 - j 2p q o § - \ -  (1 4-^ :) — 1 ( 22)
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Отже розшукування головних нормальних січень зведено 
визначення extremum’a виразу

1 __ Г іг' -j— 2Sоф tfi~

R  T g*~  ’
де а та р зв'язані співвідношенням (2 2 ).

Для цього, за відомим правилом, треба шукати extremum
Ф (а, (3) =  та? -і- 2ва£ +  i f  — К [а3 (1 4 -р 3) +  2pqa$ +  (1 -f- ql) Д ]

зважаючи, що а та 3 незалежні.
Дістанемо

у -  Ф'а =  Уа+sfj — К  [а (1 -{- р'г) 4 ~ (і . fq] =  0 . 23)

-~Ф'? =  sa-|->t3 — К [а . р<7 3- г, (і ц- fi*)] 0. 24)
и

Помножаючи (23) на а, (24) на [3, та складаючи, через 22) 
дістанемо:

го? -р 2 sа[і 4*- і(іг — К О
тобто К  е значення, що його набирає гл 4- 2sa|i -і- trf ,  якщо я 
та [5 справджують (23) та (24), або К  є шукане найменше зна­
чення fa2 4 “ 2sag 4 ~ trf -

Отже

К — V ~ р .

R
-т9г аоо 1

74
Оо)

Щоб вирахувати К  зважмо, що рівн&яня (23) та (24), яс.до 
їх розглядати як рівнакня відносно а та З, сумісні лише при К, 
яке вдовольняв умові

г  — К  (1+ Р 2) s —
s — Kpq t — K(l+Q*)  “ 0* (2j)

Якщо розгорнути детермінант за степенями її, то дістанемо: 
ї ї 2 (1 4 - р 3 - г  q2) — Ж [г (1 4 - <f) — 2 s . pq - f  

t {  1 4“ р 2)] Д“ ■— sa =  о
Шставляюта замість К його значення через В  маємо рів­

няння

(1 4- p ' +  q ^ - jp —  [г (1 4" З2) ' - Z s . p q  +  tH  4-р а)] +
4 - v t  —  s 3 = 0  ( 2 7 )

що його корені в головні радіюои кривини.
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властивістю коренів ква^фахового рівіхання з ї27) маємо:.
1 1 г (І -W ) — 2spq +  і і 1 —}— р*)

ж ^ ж 28)
(і

•* ТІ — 8і
ВіЕ2=  (ї

29}

§ 9. Середня та 'певна (Ґавсова) крмвина.

,, З ' 1 . 1 \Величину — - —~ -\- - - з зеаіо с е р е д н ь о ю  к р и в и н о ю .
2 \  Аі Гіг]

За (28), поверхні мінімальні, що для н и х  ця середня кри­
вина дорівнює нулеві, вдовольняють диференціяльному рівнанню

г (1 +  q2) — 2spq +  t (і + Ж ) ~  о, (ЗО)
яке для таких мінімальних поверхонь справджується у всіх 
точках.

Для даної поверхні z =  f{x,  у)— не мінімальної, (ЗО) визначає 
криву, для всіх точок якої середня кривина дорівнює нулеві, 
а тому радіюои кривини головних нормальних січень рівні на 
величину, але протилежні знаком, тобто спрямовані по різні 
боки поверхні.

Дюпенова індикатриса у кожній точці, що задовольняє (ЗО), 
є рівнобічна гіперболя. Отже мінімальні поверхні можна характе­
ризувати як такі, що в кожній їх  точці, індикатриса в рівно­
бічна гіпербола.

Поверхні, що для них середня кривина в кожній точці 
е стала, справджують рівнання.

r  (1 - f  q2) ~  2spq -г  і ( і +  Vі) =  а і1 + Р 2 +  Q*)* і'З і;
Вони мають значення в теорії капіляряоетд: ще Laplace 

іе казав, що вони в фігури рівноваги рідин, які звільнені від 
діяння сили ваги. Коле обмежимось поверхнями оборотовими, 
можна визначити квадратурою меридіякову криву,—їх три типи, 
пі.о Plateau назвав ондулоїд, нодоїд, катеноїд.

Другу величину (29) називаємо повног о  або Ґ а в с о в о ю  
к р и в и н о ю .  Якщо ця величина додатня, раді юси кривини 
одного знаку, а тому спрямовані по один бік поверхні.

Те саме значення має Ґавсова кривина й для другого боку 
поверхні, але тоді обидва радіюеи R і та і?2 змінюють свої 
зваки на зворотні.
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Щоб І^всова кривина була додатна, треба щоб r t — а3> о 
отже ми дістаєм інша значення класифікації, що ґрунтується на 
Дюпеновій індикатрисі.

В е л і п т и ч н і й  т о ч ц і  п о в е р х н і  Ґ а в с о в а  кривина  
дода тна .

Якщо

I t і д а

то головні радіюси мають протилежні знаки, головні центра 
кривини {центри кіл кривини головних нормальних розрізів) 
лежать по різні боки дотичної площини. Щоб

—-— < " 0

треба, щоб r t — s2<,0.
В г і п е р б о л і ч н і й  т о ч ц і  п о в е р х н я  має в і д ’ ємну  

Ґ а в с о в у  к р и в и н у .
Якщо r t — за =  0, то один з радіюсів стає оо.
В п а р а б о л і ч н і й  т о ч ц і  п о в е р х н і  Ґ а в с о в а  кри ­

вина  д о р і в н ю є  0.
Параболічні точки поверхні утворюють на ній взагалі криву 

лінію — перетин поверхні z = - f { x , y )  з поверхнею rt — s2 =  0.
В точках цієї кривої Ґавсова кривина дорівнює нулеві й вона 

відокремлює ту частину поверхні, де вона додатня, від тієї 
частини поверхні, де вона від’ємна,

Якщо в кожній точці поверхні r t — s 2 =  0, тобто якщо кожна 
точка параболічна, Ґавсова кривина дорівнює нулеві у всіх 
точках. Такі поверхні звемо поверхнями нудевої кривини; ми 
побачимо, що це є розгортні поверхні. Якщо Ґавсова кривина 
у  всіх точках поверхні додатня, тобто в с і  точки поверхні еліп­
тичні, то поверхня буде мати додатню кривину, у всіх точках 
Дюпенова індикатриса буде еліпсою, асимптотичні л ін ії будуть 
уявні.

Так, для еліпсоїда

а Т і а Т  Сг 1 = 0

( r t  —  S'-l Z‘
+

1

тобто
1 аЧ г

r t  — s '1 >  О.

І>® , Ф
Vі ‘ а2
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Якщо у всіх точок поверхні Гавсова кривина від’ємна, всі 
точки поверхні будуть гіперболічні, поверхня матиме від’ємну 
кривину, індикатриса буде гіперболею, асимптоти дійсні, асимп­
тотичні л ін ії — дійсні.

В тих випадках, коли Ґавсова кривина у всіх точках по­
верхні однакова не лише на знак, а й  на величину — поверхні 
звемо п о в е р х н я м и  с т а л о ї  кривини .

Вони вдовольняють умові

(1

r t  — s~
■j- p 3-hq2')

(32)

Значення Ґавсової кривини особливо з’ясовується з тієї ї ї  
властивості, що Ґавсова кривина не залежить від самих коорди­
нат, а лише від коефіцієнтів Е ,  F ,  G лінійного елементу та від 
їх похідних першого та другого порядку (сам Ґавс назвав 
цю теорему чудовою—theorema egregium, див. дод. II — визнач. 
Ґавс. крив.).

Якщо лінійні елементи двох поверхонь рівні, то поверхні 
накладаються одна на одну, тобто кожній кривій однієї поверхні 
відповідає на другій поверхні крива такої ж самої довжини, 
і кути поміж відповідними лініями є також рівні.

Таке накладання може бути вимагає ізгину, але відбувається 
без розривів та складок, от як плаский лист паперу навивається 
на диліндер або конус.

Якщо взяти дві поверхні

з — f ( x .  у) та s —  F i x ,  у) 
то для можливосте накладання повинно бути

l - J - p * = l + p * ,  pq=PQ, 1 - І-г* =  і +  дз

звідкіль виникає 

Тоді
r t = ? B T  та s '1 —  &

Але зворотне твердження може бути й неправильним—Ґавсова 
кривина у двох поверхонь може бути однаковою, хоч їх лінійні 
•елементи й не рівні.

Ванґерін (Wangerin) дав приклад такої пари поверхонь

2s =  log (іх2 -f- у2) та з — аг etg
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Диференціал дуга п е р ш о ї  поверхні
(і'Х ~'р-

+  уг)
Л* =« (їх* +  iff/' - f  — ~  —  =*■ \ :гг-4-)!£\‘

,  , Я4 \ , т  ,  , Щ / . ,  , Д  ■ У2 \ „
"* (жг+?/Ту * "*"(*•+»*)**’  ̂ ‘ V (ж* 4-

а другої

т , : 2хі.і
* •  =  « - , , +  - ^ Л ; й , j —

!і 4- - , - Щ  '
+ 1 * - W + W  і

в цьому прикладі

р ^ О ,  § •= — р , r  =  S ,  s ~  — B ^ T ,  t =  — S
отже

і ~\~Р~ ~і~ §; — 1 4~ В 1 ~\- Q, ті — S' — R. Т — <S’~

і  Ґавсова кривина обох поверхонь = ---- — Д—------г-
1 (.*- +  ̂  +  1)

Лише для поверхонь сталої кривини рівні зть Ґавсозих кривин
о умова не лише доконечна але іі достатня.

Характеризувати поверхню навколо ї ї  точки можна також 
поверхнею утвореною колами кривини всіх нормальних січень 
в даній точці.

§ 10. Диференціальний елемент дуги сферичного гідображення нормалей.

Формула Епперзг’а ВеІігаГіН.

Для визначення зміни напряму нормалей поверхні можіте 
звернутись, як це робилося й для просторових кривих, до сфе­
ричного відображення, проводячи через будь-яку точку Прямі, 
паралельні до нормалей поверхні.

Точки, що мають за координати косинуси кутів, що нор­
малі утворюють з осями,

і _____Р ___ г = _____ Ч — І
] / і 4~V і  +  ф  ’ і |/i-f-Р 1 4~Ч г ' і-4'і)44~?'!

або
& . ~ = р ,  Л.Хі —  q, Д . ї =— ї, якщо А2 =  і +  p l q2 

містяться на сфері
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якщо візьмемо криву' на поверхні, то зміна напряму нормалей 
■ поверхні, якщо рухатись яо дій кривій, характеризується від­
повідною д у г о ю  кривої сферичного відображення.

Елемент дуги сферичного відображення

j o 2 =  й іа +  d -r f  -f- -

•— Д-*(А3(ф >2 -і- Щ7а) —

(ЛУу — pcfAP - f  (атд —  q d b f  - f  (fA2 _
ді-

v, тЛ 2ч _ Фр3 +  dq2Jr  (p d q —  qd p )3

Якщо дотичну площину взяти за площину X O Y ,  точку до­
тику за початок координат, а напрям осей Дюпеиової індика­
триси за вісі О Х  та O Y , будемо мати

Р і ~  о, q x —  О, Si —  О

do- =  г д е  +  ti4 % f ■■= eta24- - , і tty* {33)
іг г Ла

При цьому елемент дуги кривої на поверхні, матиме вид

( ЇХ  =  eta- 4- йу'-.

Чисельник виразу для радіюса кривини (або ліва частина 
рівняння асимптотичних ліній) має при цьому вид

• d:R 4- 7j- dy'K
В Г "  ‘ /?2 

Отже, мавко три квадратичних ферми 
І == (їх? 4- /f-с/ 2

1_
Ri Кг

I I I  == — L- сIXі +  •.. d y \
;" *V2

які, очевидно, лінійно зв’язані поніж себе.
Справді, виключаючи з цих півноотея &х? та сїу2, маємо:

I 1, -iX

II
1i.

ill

1 СЧ
r-~i jQV'

III
іЛ,

W ‘

i

AV

И І ( Л .  _ i
R Y  j ' r

R iR 2\R 3 R i)

п і ( J ------ LA
! R 3 R if

i+

215



Скорочуючи на та помічаючи, що -гГп~Hz Hi Н1Н2
Л -- Іі

(34)

всова кривина, а ^ - 4 - ^ = 2 Н  середня кривина, дістанемо
І і і  X I2

ft. 1 — 2 Я. 114111 =  0 

так звану формулу Еннепера-Бельтрамі.

§  11. Геометричне місце н іл  кривини нормальних розрізів.

Хай площина дотична до поверхві s ~ f { x , y )  е площина 
XOY, початок координат — точка дотику. Візьмімо будь-який 
нормальний розріз площиною у =  тх. Відповідне коло кривини 
визначається рівнанням (2) та рівнянням

де я* +  »а-И з  — Я)а =  Я*

-і- cos* a -J-2S COS а sin а4 - 1 sin2 а = ---- -R  1 1 l - t-т
отже

, , , , 2 2г ( і - ’г т 2)г ф ь  2 4 -г 2---- —;—  —  -'-^---==0 , у — тх
1 J  І /*• . ‘Ї ( М «  _ + плл11  5 J

г  4 -  2sm 4 -  tm 2 , , ч-------— > g-------( т  =  tang я)

г +  2sm 4  tm2

є рівнання кола кривини. Виключаючи з цих рівнань т, діста­
немо поверхню — геометричне місце кіл кривини.

Ця поверхня 4-го порядку
(ж2 4  У2 +  г2)(г%2 4  Zsxy -j- ty2) — 2г(ж2 4  У2) =  0 (35)

В цій поверхні вісь 
0-ів (нормаля до по­
верхні) е подвійна лі­
нія. В еліптичній точ­
ці ця поверхня зам­
кнена, (див. рве. 3 6) 
в гіперболічній, — в 
напрямках відповід­
них асимптотам інди­
катриси радіюс кола 
кривини обертається 
в оо.

Якщо поверхню перерізати площиною s =  h, паралельною 
дотичній та безконечно близькою до неї, то дістанемо

(ж2 4  У24  Щ{гх2 +  2sxy 4  4 і) — 2 ?і ( х 2 4 У2) =  0

\ \ ч
A f f r  і 

Щ / І
Uі і і і w i l l  і \ \

\ \і п *. \ \ 4. •
(4 4 4  !\\ 4  і і :

!/  / V \ J\
/ і

Рис. ї ї
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або відкндаючи 2 степені безконечно малої величини, дістанемо 
(х'1 -1-  y*)[rx2 -J- 2sxy  +  tij- — 27г] ■ - 0 .

Перший множник дав точку — перетин особливої лінії з по­
верхнею, другий е Дюпенова індикатриса.

§ 12. Поверхня центрів кривини.

Координати центра кривини одного з головних нормальних 
січень є

___р  \ \

і / і + ¥ zF q - ’
Q

А =  х  -(- ТІ і

у-=_у.уп,  ---------- (360

Рис, 18.
а другого

Ж. х  —|— . Рп ~ , K==y +  tfs ^ J L - = - ,
— і (362

Z  =  % -j~

Відповідно кожній точці поверхні дістанемо дві точки — 
два центра кривини.

Якщо точка описує дану поверхню, ці точки описують 
другу поверхню, що складається з двох частин; вона нази­
вається п о в е р х н е ю  ц е н т р і в  к р и в и н и  або центральною 
поверхнею, або еволютою даної поверхні.

В точках сферичних поверхня центрів може бути лінією або 
навіть вводиться до окремих точок.

1) Д л я - с ф е р и  поверхня вона зводиться до однієї точки — 
центра сфери.

2) Д л я  п о в е р х н і  об о р о т о в о ї  всі нормалі зустрічають 
вісь обертання, тому одна частина поверхні центрів зводиться 
до вісі обертання, друга частина утворюється обертанням ево­
люти мершііяльної кривої навколо тієї ж самої осі.

3) К а н а л о в і  (трубчасті) поверхні утворюються перенесен­
ням кола, центр якого описує дану криву

$ =  ?(«)» TJ =  'К 'Д  z  -f- x(s), (а)
а площина кола є нормальна площина до цієї кривої, або 
як обгортки сфер сталого радікса з центрами на кривій.

Одна з частин їхніх поверхонь центрів зводиться до кривої (а).
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Р о з д і л  IV.

Поверхні оборотові, циліндричні, конічні, розгортні та лінійчасті, 
їхні диференціяльні рівиання та властивості. Системи прямих.

§ 1. Поверхні оборотові.

Поверхню утворену обертанням плоскої кривої навколо осі, 
яка лежить у ї ї  площині, звемо оборотовою поверхнею. Твірну 
криву звемо мери д і я л ь н о ю  кривою.  Нормаля меридіяль- 
ної кривої перпендикулярна й до дотичної паралельного кола, 
а тому буде нормалею до поверхні. Оеже нормаля до оборото- 
вої поверхні перетинає вісь обертання. Якщо вісь обертання 
взято за вісь A-із, то умова перетину нормалі

з віссю Z - ів  є

або

X — х  _ У  — у  _Z  — з

~~Р ^  Q ~  —

X _  у
р  ~ ~ ~ ч

р у  — q x  —  0.

(1)

( 2)

Якщо рівняння осі обертання є

х —  а  у —  Ь z —  с
І ~  т п  ’

то умова перетину напишеться в формі детермінанта 

х  — а  у — Ь z — с 

Р  Q — 1 =0

І т п
Якщо взяти вісь повертання за вісь z -ів, то маємо загальне 

рівнання поверхні в такій формі:
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X q =f (u) .u (u — j / -f- Vі)

f in)
u

z
X

±
У

знову рівнання (2)

§ 2. Конічні поверхні.

Обгортку поверхню ПЛОЩИН

и(х) (% — а) 4 - v(ct)(y — h) гі){а)(з — - і ; (3)

проходять через нерухому точку (а, Ь, с) й залежать від 
параметра, звемо конічною. Похідна від (3)

и'(а)(х — a) -j- і}'{а){у — 6 ) -j-та'(а)(г — с) =  О (4)

а саме рівнания (3) дають рівнання характеристик, які,
в прямі, що проходять через точку (а, Ь, с) — вершину 

поверхні. Диференціюємо рівнання (3), вважаючи 
а за функцію від % та, у

и  +  wp - f  [«'(«)(& — а) - f  г'(а)(г/ — 6) w'(a)(2 — с)] ^  =  О

v Д- wq [п'(а)(ж — a) -f- v\o.){y — b) -f- го'(х)(з — c)] до.
ду ■ 0

(5)

Дерез рівнання (2) ці рівнання зводиться до виду

и  -J- wp =  0, v +  wq — 0 ,

Підставне няням и  та v до (з) та скороченням на ги дістанемо

s — с)-~р{х — а) — q(y— Ь ) ~  О, (6]

шукане диференціяльне рівнання конічної поверхні.
Зауважимо, що поділом (3) та (!) на (з — с) та розв’язанням 

їх відносно
% — а у  — 6-------- та --------з  — с з  — с

дістанемо
х — a 
г — с — В  (а).
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Якщо виключити з цнх двох рівнань параметр а, то діста­
немо рівняная конічної поверхні

, х  — а у — Ь\Ф ------ , ------ і =  о.
— С S — QJ m

Це саме рівняння дістанемо, якщо напишемо умову того, що 
напрями т та п прямих

(х  — а) ~  т (з — с), у  — b п (s — е), 
що проходять через точку (а, Ь, с), зв'язано співвідношенням

ф (т , п) =  0 .
Якщо диференціювати (7) до х  та у, то можна дістати рів- 

нання (6). Помножаючи (7) на ( з— с) відповідного степеня, діста­
немо рівиання однорідне відносно (х  — а), {у — b), {s— с). — Якщо 
за початок координат взяти вершину, то (6) перетвориться на

з -—р х  — cjy =  з. (6'>

§ 3. Циліндричні поверхні.

Якщо площина
и  О )  X +  V (я) у  -{- W (а.) г  +  и ( а ) ~ 0  (8 )

підлягав умові бути паралельною з даною прямою І * З

І т  п  ’ w
то

l u  - j -  m v  4 -  m v  =  0.

(8 ) перетвориться до виду
и (пх — її) -j- v (ту — ms) -f- п5> — 0 . (8 ')

З (8 ') та з рівиання, що дістанемо диференціюванням (8 ') по а ; 
її? { п х  —  Is) -j- v (п у  —  ms) -\-ni>' =  0 

дістанемо рівиання характеристик, — це в прямі
п х  —  l s ~ > р (а ) , пу  —  m s  =  'b{а) (1 0 )

паралельні з прямою (9).
Виключаючи з цих рівнань а, дістанемо обгортку площин (8 ). 

Якщо диференціювати (8 ') по х  та у ,  вважаючи « за функцію 
від х  та у ,  маємо

и ( п —  їр)  —  v m p  4 -  [ w  \ п х  —  is)  + 1?  { п у  —  m s )  +  п Щ  =  о  

— ulq  -j- v (п — та) +  о?у [і/ { п х  — Із) -f -  v' { п у  — m s )  -}- т '\ =  0 ;
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рівнання (8') ці рівнання зводятьея до виду 
и  (п  — Ip) — v m p  =  0, — u lq  +  v  (п  — m q ) =  0.

иВиключаючи з цих рівнаяь — , дістанемо

{п — їр) (п — mq) — тр .lq  =  0 

п (п  — Ір — mq) — 0 

відкидагочи множник п :
п  — ір — «г<? =  0. 10}

напрямну пряму задати рівнанням 
ж — y =  vs,

то диференціяльне рівнання було б
І  —  [±р Д -  -tq 10-'}

Якщо виключити а з (10), то дістанемо конечне рівнання 
циліндричних поверхонь

Ф {пх — із, пу  — ms) — 0 ,
Якщо з цього рівнання виключити довільну функцію Ф то 

дістанемо знову рівнання (11).

§ 4. Розгортні поверхні.

Візьмімо загальний випадок розгортних поверхонь, що визна­
чаються рівняннями

U (а) % +  V (а) У +  w  (а ) £ - f - ш (а) —  0 . (3 2 )

и' (а) Ж + 1/ (а) у  +  w' (а) S <Ь' (а) — 0. (12')
Диференціювання першого по ж та по у дав

и  (а) Д-w (a)p-j- а'ж [и' (a) (а) у + г і /  (а) з -J- &' (а)] =  0 .
V (а) -(- w  (a) q  - f - а  ' у  [« '  (a) x - \ - v ’ (а ) у  - f -  У  (а) г  - j -  а / (а')] =  0 . 

Через (120 ДІ рівняння зводяться до
U (а) -ф w (а) р ~  0 , v (а) +  w  (a) q =  0 .

Виключаючи з цих рівнань а, дістанемо
Ф(р, ? )— о, (13}

що містять довільну функцію.
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З В ІД К ІЛ Ь

зн о в у НО X У Д істан ем о

ф'р ; г  + , S = • 0

ф 'р • 8  - ь ф%.. t —  0

г 8 Ф’ч
~  t ф 'р  ■

Два перших відношення дають
rt — s- =  o 14)

шукане диференціальне рівнання розгортних поверхонь. Воно 
доводить, що в с і  т о ч к и  р о з г о р т н о ї п о в е р х н і - є  п а р а- 
б о л і ч к і.

Ґ а в с о в а  к р и в и н а  в н о ж н і й  т о ч ц і  р о з г о р т н о ї  по­
в е р х н і  д о р і в н ю є  н у л е в і .  Отож обгортка поверхня оо * 
площин накладається на площину, розгортається на площину. 

Якщо візьмемо
ф 'р =  cos і — та,

прийдемо до випадку циліндричних поверхонь:
r — tns s ~  nit

rdx -j- sdy — m (sdx -j- id  if)

Тобто
dp =  mdq, 

p ~ m q = z  const,
що відрізняється лише видом від диференціального ріввання 
циліндричних поверхонь, що дістали раніш.

Для конічних поверхонь
d '[(а — с — р (% — а) — q {у — 6 )] =  О,

тобто
(ж — a)dp-f-{y  — 6)r/g==s 0 , (бо d z = p d % q d y )

що, при довільному йу
Фх’ дає

(х — а) т~\-{у — б) s ~  0 

(х — a) s -j- {у — Ь) і — О
а тому

Г __ 8 
S t '
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§ 5. Лінійчасті поверхні.

Шнійчастими поверхнями називаємо такі поверхні, які 
утворити безперервним рухом прямої лінії, що 

за певним законом. Такі в поверхні к о н і ч н і ,  ліній- 
поверхні 2 -го степеня — однополий гіперболоїд, гіпербо­

лічний параболоїд, — перша утворюється прямими, що
на три дані прямі, друга — прямими, що спираються на 

дані прямі, та що є паральні з даною площиною {тобто що 
на безконечно-далеку пряму). Розгортні поверхні 

частинний випадок лінійчастих поверхонь. Розгортні поверхні 
характеризуються тим, що дві сусідні твірні — сусідні дотичні

руба поворота — перетинаються. Взагалі ж дві сусідні твірні 
Лінійчастої поверхні не перетинаються, як у випадку ліній­
частих другого порядку, де прямолінійні твірні однієї системи 
ае перетинаються проміж себе. Рівнання

s  =  c t x - \ - a ,  у  =  $ x - \ - b ,  (16)

коефіцієнти а, а, {З, Ь є функції одного параметра 6 і визна­
чають не одну пряму, а безліч. Виключаючи з цих рівнань 
параметр б, дістанемо співвідношення поміж х, у, г:

Ф(х, у, г) =  0, {16}

визначає поверхню, на якій лежать усі прямі, що визна­
чаються рівнанням (15) при будь-якому значенню параметра 6. 
Тому (16) можна вважати за рівнання лінійчастої поверхні 
в параметричній формі

x =  v, у  =  §{u)v-\-b{u), г ~ а  {u)v-\-a  (и),
якщо покласти в (92) 6 - й ,  x — v, щоб звести рївнання (92) до 
вживаної параметричної форми рівнання поверхні.

Виключимо ч о т и р и  довільні функції 6, що входять до 
рівнань (16).

Довільних функцій лише три,  бо одну з них можна взяти 
за параметр 6. Щоб виключити довільні функції, будемо 
диференціювати (92) по х  та по у, вважаючи в за функцію від 
х  та у, визначену за другим з рівнань (92). Дістанемо:

Р =  а Щ 6'а, (а'ж а') • I  q =  %'у {а!х +  а') I I I

p  =  p -f-0 '* (p 'a ?  +  &') П  1 =  0 ' , ( р ' ж + У )  I V  ( і ? ї
де а', а', р', V позначено похідні від а, а, (З, Ь по 6.
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З двох рївнань першого рядка виключаємо а 'х ^ а '.  З двох 
рівнань другого виключаємо р'й- Jr  b’, поділивши їх одне на одне. 
Дістанемо:

р  — а_0'д,
~~ Ь’У 1 (18)

порівнюючи ці відношення, маємо:
р — а

або

Якщо

тобто

то з І та П дістанемо

з III

Р-\-№  =  «■
а' а/

У  ^  :/

ofb' —  р V  =  0

а __ а
Д ір  р

а
її

( 1 9 )

( 1 9 ')

_ _  а '  _ _  й '

" У'
тобто р  та q є функції одного змінного & — поверхня (16) буде 
розгортна, якщо стверджується умова (19').

Диференціюючи рівнання (19) ще раз но х  та по у, дістанемо: 
Р . s г — W — <?р')

я  = ( » '  —  <? р ')  Ь'у

Поділивши їх одно на одне та замінивши через — р, діста-
О у

немо
р S —j— т _

тобто
Г  - і -  2,S р - | -  t р 2 =  0 . ( * }  ( 2 0 )

Залишається ще один раз продиференціювати по сс та по у, 
щоб скласти ще одне рівнання, що містить р. Тоді можна ви­
ключити й довільну функцію. Позначімо як і раніше (§ 19) 
похідні третього порядку від я по х  та по у  відповідно 

д3г ,_ -д * е  dsz дЧ
дх* ’ дхЧїу ’ ‘а дхду9 ’ п  ууз

V 8 Г S
(*) Якщо —- — у, ТО ЗІЯ6МО —  Р І ході поверхня е розгортна.
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Диференціюючи (20) по х  та по у дістанемо: 
к +  2/р +  т р  =  —  0'e {2sp +  Щ $ )  

2т$ - J -  « р 3 — — Gj, ( 2 s ^  - j -  2 ї ф р ' ) -

0/
Поділивши одне на одне та замінивши —* через— дістанемо:О у

або

Іь — г
14-  2 о т р  +  п* ‘J

1с -f- 3/,3 -f- Smfj2 - ■ п>/ 0 . ( 21)

Отже рівнання (2 0 ) та (21) містять уже дише одну довільну 
функцію 3 параметру 0. Виключаючи (З, дістанемо рівнання, що 
розпадається на двоє рівнань, лінійних відносно похідних 3-го 
порядку, з коефіцієнтами — функціями коренів (2 0 ), тобто функ­
ціями похідних другого порядку.

Самого виключення не роблять. А проте результат виклю­
чення можна написати в досить симетричній формі, якщо зва­
жити, шо оскільки розгортні поверхні є частиний випадок ліній­
частих поверхонь, то диференціядьне рівнання останніх повинно 
вдовольнитися через рівнання ті — а3 =  0 ,

д_
дх [п — s3j =  ]• і -f- rm  — 2si — 0

ду (rt — s 2) =  It -j- rn  — 2sm =  0 .

можна написати: 
, 2

. ( дЛ У  
\д у )

-  2s dD
ду \ D) +  *(.' ,d x j \  dxj -8D

“■ 0 .

то шукане рівнання

r s t
X і 8 х t'x (2 2 )
r'b s'}/ t'lf

Детермінант правої частини дорівннює нулеві якщо Z> =  0 . 
Рівнанням (20) та (21) можна дати геометричне тлумачення.

Покладімо в них 3 =  -Д та помножмо 1-ше на dx3, 2-ге на dx3,— ‘ dx
дістанемо:

rdxa -f- 2s d x d y  -j- tdy2 =  0 . (20 ')
kdx^ -(- 3ldx2dy -f- 3 m dxdy2 -j- ndy3 =  0. (21')

Перше є диференціальне рівнання асимптотичних ліній. Ми 
його дістаємо, якщо визначаємо ті головні дотичні, для яких
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перпендикуляр, що його спущено з точки {x~{-dx, y - \ - d y , z - \ - z )  
на дотичну площину, є безконечно-мала не 2-го порядку, а 3-го 
порядку. Якщо рївнання (2 Я) справджується, то члени третього 
порядку теж дорівнюють нулеві й перпендикуляр буде безко­
нечно-мала 4-го порядку відносно dx, dy.

На довільно взятій поверхні рївнання (20 ') та (21 ') сумісні не 
для всякої точки, і тому (2 2 ) не вдовольняється тотожньо а 
е рівнання поміж х  та у , що визначає циліндер, який вирізає 
на поверхні відповідну криву. Дотичні до цієї кривої мають 
із поверхнею дотик 3-го порядку.

А якщо рівнання (20 ') вдовольняється ,за будь-яких х  та у, 
(коли маємо лінійчасту поверхню) то б у д ь - я к а  т о ч к а  цієї 
л і н і й ч а с т о ї  п о в е р х н і  ма є  ту в л а с т и в і с т ь ,  що  го­
л о в н і  д о т и ч н і  п о в е р х н і  м а ю т ь  з п о в е р х н е ю  д о т и к
3-го п о р я д к у .

Можна ще так зформулювати геометричний зміст диферен- 
ціяльного рівнання лінійчастої поверхні.

Для асимптотичних ліній будь-якої поверхні Z —  f { x ,  у) 
маємо

г ' =  Р - \ - Ч У \  —  ЧУ" і у'г ,’ —  г ' у " ~ — РУ/'
Звідсіль

ї? _ [1 +  У'2 +  (Р +  ЧУГ]^
“с 1Ґ \ Г Г ?

Але з (20), після діфференціявання його по х, дістанемо
— к +  Пу’ -f- 3 ту'2 +  ny's 

У - 2 -  а-зр щ

де у* е корінь рівнаннЛ'
r -f- 2 sy' -f- іу /2 =

а тому
8 - \ - t y ’ =  - ± y  r t — s?.

Отже добуток мір 1-ої кривини двох асимптотичних ліній до­
рівнює

1 _
р/£* ас *\ ас

_  Лк+ЗІу'і+Зту'і* + пу'і*) (А +  зУа +  Зіи^У +  гарУНі + Р2-гЧ2) 
--  ™ ' 8̂ J.

4 (r * -e s)[l-|-J>4-2l?W 'i+(l+0s)»V]* [ l+ p 2+2qpy,2 + {l+qy,22)]'A
2 2 6



В чисельнику стоїть вираз, що ми його знайшли раніше, 
зиаменик також можна визначити через r, s, t ; і тоді

1

(1 + Р 2 +  Я1) { ПУ9г— 2sUx D'y +  t V f — 8 D
r s #
^ х S х $ х 1 
^У S У t У \

(rt— sa) [ {£ (1 +  p 8)—2p q s p  -Ц П -  
Отже рівнання (22) доводить, що д о б у т о к

-S3) ( l+ P a +  ̂ 2)J 3 
м ір  к р и в и н и

а с и м п т о т и ч н и х  лі  нй в к о ж н і й  т о ч ц і  л і н і й ч а с т о ї  
п о в е р х н і  д о р і в н ю є  н у л е в і .

§ 6. Властивості лінійчастих поверхонь.

і. Д о т и ч н а  п л о щ и н а
Вернімось до рівнань (17)

р  =  а 4 - O'Ja';/; -f- a'), q =  Ь'у{р!х -\~ а')
0 =  р + 9 'Д ^  +  *,)І 1 =  0V (^ + & ') .

Виключаючи в'х і в'у дістанемо:
. а!х-\-а' о!х а'

р ~ а Р р'ж +  /У* 9 ~~JЧ + Ь ' (23)
Підставляючи ці значення до загального рівнання дотичної 

площини
p { X - x ) - \ - q { Y  — у) — {Z — г) =  0, 

дістанемо рівнання дотичної площини до лінійчастої поверхні 
о =  M X  — %) — (Z — s)] (?'х +  V ) - Ш - х ) - { У -  у)](а'х +  а') 

або через рівнання (15), змінивши знак, — маємо:
О =  [Z— О.Х — а]($'х +  &') — ( *)(«'« +  О - (24)

Т е о р е м а  І. Я к щ о  т о ч к а  р у х а є т ь с я  по т в і р н і й ,  
то з н а ч і н н я  п а р а м е т р а  0 не з м і н ю є т ь с я ,  а з м і н ю ­
є т ь с я  л и ш е  ж; д о т и ч н а  п л о щ и н а  о б е р т а є т ь с я  н а ­
в к о л о  ц і є ї  т в і р н о ї .

Дотична площина буде одна та сама для всіх точок лише 
тієї твірної, для якої

а !_а

але за цієї умови лінійчаста поверхня є розгортна.
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2 . З а к о н  Ш а л я  (Chasles).
Щоб уявити собі закон зміни кута дотичної площини зі змі­

ною точки дотику в загальному випадку, візьмімо твірну за 
вісь ОХ.

Відповідні значення коефіцієнтів

а — а — ^ =  6 =  0
Рівнання дотичної площини в точці М (відповідної абсцисі х) 

буде
Z(p'x 4  Ь') — У(а'х +  а) =  0 . (25)

Якщо -і є кут дотичної площини з площинаю ХОУ, то
а'х а'
f x  +  V '

■ Для ІНШОЇ ТОЧКИ (Х\) ВІДПОВІДНИЙ кут за відомою форму­
лою е

{а'Хі 4“ а')([і'х 4  Ь') — (v-'x -j- a')(p'xt -}- b')
t g  (Ф/ —  Ф) (a!xi 4  a!)(o!x a') 4  ($>xi 4  b'){'-/.x 4  b’\

(«<4 —  b'a.'){x —  x,) ■
=  +  4  a V  +  b Y l  + x ^ i V  +  6'p')[+ a ' 2 4  V і *

Знаменник не залежить від х. Якщо виберемо на твірній 
таку точку J, що

aW +  Vp  
1— « 4 Р

ТОДІ

тобто

tg (ф і — ф ) =
(х — ж,) № ' — /у У) (а'* 4  

(а'2 4  Ь'2)(а'2 4  р/2) —(aV 4  b,rp j

(a'p — l/пО

(де х не залежить від х).
Цей закон, що визнайшов Шаль (Michel Chasles), форму­

люється такою теоремою.
Т е о р е м а  II. Т а н ґ е н с  к у т а  д о т и ч н о ї  п л о щ и н и  

з певного п л о щ и н о ю ,  що п р о х о д и т ь  ч е р е з  д а н у  
т в і р н у  л і н і й ч а с т о ї  п о в е р х н і ,  з р о с т а є  п р о п о р ­
ц і й н о  в і д д а л і  її т о ч к и  д о т и к у  в і д  т о ч к и  д о т и к у  
в з я т о ї  п е в н о ї  п л о щ и н и .
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Коефіцієнт х звуть п а р а м е т р о м  р о з п о д і л у ,  або параме­
тром дистрибутивносте. Точку J  звуть ц е н т р а л ь н о ю .

Можна також сказати, що
Теорема III. Д о т и ч н і  п л о щ и н и  до л і н і й ч а с т о ї  по­

в е р х н і  в т о ч к а х  о д н і є ї  т в і р н о ї  у т в о р ю ю т ь  п у ч о к  
п р о е к т и в н и й  т о ч к о в о м у  р я д у  ї х  т о ч о к  д о т и к у .

Рівнання нормалі в точках однієї твірної таке
X — х  _  У — у Z

О — а'х — а' $'х -|- Ь'
Виключаючи звідсіль х  знайдемо:

У($'Х-f- b1) -f- Z( а!Х 4- а') =  О 
рівнання гіперболічного параболоїду (Haehette 1832).

Теорема IV. Н о р м а л і  л і н і й ч а с т о ї  п о в е р х і  в т о ч ­
к а х  о д н і є ї  т в і р н о ї  у т в о р ю ю т ь  г і п е р б о л і ч н и й  п а ­
р а б о л о ї д .

Цей результат мойена дістати без обчислень, якщо зважити 
на те, що нормалі, як перпендикуляри до однієї твірної е па­
ралельні до певної площини, перпендикулярної до твірної, зу­
стрічають цю пряму й ангармонійне відношення 4 нормалей 
дорівнює ангармонійному відношенню 4 дотичних площин, тобто 
ангармонійному відношенню 4-х точок дотику, — точок зустрічі 
нормалів із твірного.

3. Ц е н т р а л ь н а  т о ч к а .
Центральну точку можна дістати з суто-геометричних мір­

кувань, — в о н а  е т о ч к а  д о т и к у  п л о щ и н и ,  п е р п е н д и ­
к у л я р н о ї  до д о т и ч н о ї  п л о щ и н и  п о в е р х н і  в без-  
к о н е ч н о - д а л е к й  т о ч ц і  ц і є ї  т в і р но ї .

Рівнання останньої площини дістанемо, якщо рівнання до­
тичної площини поділимо на х  та перейдемо до границі, при­
пустивши £Є~>оо будемо мати

p 'Z  — и 'Г  =  0.
Умова перпендикулярносте дотичної площини в точці %t 

з цією площиною така
р'Ц’хі 4~ V) 4- d{&'Xi 4~ п') =  О

дає знову
а'а’+ Ь ' З'

Хі ~  а/г +  р'*
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Таке означення центральної точки дає змогу вирахувати 
параметр розподілу (дистрибутивноети) для будь-якої твірної, 
не беручи ї ї  за вісь Х-ів.

Рівнання дотичної в безконечно далекій точці твірної діста­
немо поділом на х  та переходом до границі ж -»®  з загаль­
ного рівнання;— маємо

0 =  ( Z  —  а Х — а ) $  — ( У — рХ— Ь)а!

Дотична площина в точці ащ що проходить через ту саму 
твірну, буде перепендикулярною до цієї площини за умови

О - s '0 'x \ Д- У) -J- а'(а'Жі +  а ') +  (#  — Р<х') Нр'Щ ~Ь +  а']

звідсіль
оУ-}-У^ +  (иУ - р д0(ау -р а 0  

l ~  а'2-|-р'2 +  (ар' — ра')2 К ’

можна вирахувати, як віддаль двох точок прямої 

Z  =  а х  +  а ,  У =  рж -j- Ь 

J M ~ { x  —  Х {} \ /  1 - j -  а.2 р2.

Далі Sin(^— фі)=
_ а'(а?х-\-а ') -]-р'(р'ж-|-й')-|-(ар'— $а?)[а($'х -j- У ) — р(а'ж Д- а')]

~~ j/V2+ ̂ + ( a f / - 7i :7 yr . р/(а,Ж+аТ2+ { ? ^ ,У2+ Щ ^ х + І ' )  

чисельник через (Л) перетворюється на

( х  — жі)[а'2 +  р/3 +  (ар' — н 2] =  А ( х  —  x t) 

а другий множник знаменника перетворюється на

[ X і  —  2ХХі) [a '2 +  р '2 +  а р ' —  р а ') 3] +  ( а '2 +  У 2 +  ( а й ' —  р а ') 2 =

=  А ( х —

Цьому чисельник у виразі для Cos2 (ф — ([Д дорівнює 

А 2( х 2 — 2х х і )  -j- А В  —  А 2( х  — Х \)2 —  А В  — А 2Х \ г —

=  ( а '2 +  У 2 +  (о  ̂— pa')2)[a'2 +  р'2 +  (ap' — Pa')2] — (aV +  V  p' +

+  ( a V —  p a O (a p '—  p a ') ] 3 =  ( a 'p '—  b A 'f - y  [ o '( a p '~ p a ')  —  a '( a У —  p a ') ] 2-]- 

+  1&'(*P' — Pa') — >'(а!У —  -'я/)]2 =  (a'p' ~  6V)S{1 +  a2 +  p2).

Отж^

t g И _  t ,) =
& ^  ( a 'p ' —  +  a 2 - f  p2)
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а тому параметр розподілу (диотрубутяврости) визначається 
формулою

1 а'з +  р'*-|-(ар' — ра') 2
* — (а'р' — &V)(l +  a2 + p 2)

Ще іншим шляхом прийдемо до центральної точки, якщо 
шукати найкоротшу віддаль між безконечно-близькими твір­
ними лінійчастої поверхні.

Твірну D візьмемо за вісь Х-ів. Рівнання безконечно близь­
кої твірної СУ напишеться тоді так;

Z  — Xda -f- da, У  — Xd$-\-db  
або

X _  У — db   Z  — da
,1 d$ da.

Пряма найкоротшої віддалі — перпендикулярна до G>.>;(=D) 
та зустрічає її, тому вона лежить на площині паралельній до 
площини 20У ; отже її рівнання буде

Х =  і, Z — т У.
Вона перпендикулярна до D, тому

О'
1 .0  —f- l.tfp-)-mrfa =  0 ,-.т  =  — ~

Отже рівнання проекції прямої найкоротшої віддалі на пло­
щину Z 0  У  е таке

z  =  — j~ y .  (В)
Проекція П  на гО У:

Zd[i— Уda — dad$ — dbda 
до неї перпендикулярна.

В просторі рівнання (В') е рівнання площини, що проходить 
через 0Х (=  D), вона перетинає СУ в точці, для якої

тобто

a 'X + a ' р' 
$ Х + Ь '~ ~  а! ’

Х = а'У +  6 'р' 
а' 2 4- р' 8 . Отже:

Теорема V. Ц ен  т р а л ь  н а т о ч к а ,  є т о ч к а  п е р е т и н у  
т в і р н о ї  з п р я м о ю  н а й к о р о т ш о г о  в і д д а л е н н я  м і ж  
т в і р н и м и  D  та ТУ.
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У розгортяих поверхонь сусідні твірні перетинаються з точ­
ністю до безконечно малої порядку вищого за перший, і точка 
перетину править за центральну точку. Отже:

Теорема VI. Ц е н т р а л ь н а  т о ч к а  р о з г о р т н о ї  п о ­
в е р х н і  е ї ї  х а р а к т е р и с т и ч н а  т о ч к а  ( т о ч к а  р е б р а  
з в о р о т у ) .

4. З м і н а  к р и в и н и  в п о д о в ж  т в і р н о ї .
Щоб вирахувати Ґавсову кривину, візьмімо вираз, що ви­

вели раніш
_а! я  4 - а'

-У ’
звідкіль

та р  — а — Щ.p'tf-f У
Диференціюючи останнє по х  та по у дістанемо:

г== _ ( а' _ р ' в) (І
[І X о ■5$, 7. — Yq 

З'ж -Ь V ■V

Підставляючи'у перше значення s дістанемо:

і тому
г і--S2 = (  - p w ..

\ ^ х + ' У } ~
Ь! У — у  a 'f  
(р'ж +  У) 4 '

Далі
l + p 2 +  q2 =
_  1
~  (р' х -\-Ь ')%

1 Д -  Я2 Д -  (<ж —  р ? ) 2 =  1 - f -  л г —  2 а Р д  Д -  ( 1  Д -  p * ) g a 

(1  Д -  а2) ( р '  х  - [ -  б ') -  — 2 а р  (а! % У) ( р ’ ж  Д ~ і ' )  Д -

+  (і Д-р2) (УжД-а ') 2 •

Цей вираз, що е знаменником, дорівнює
(У а; Д- а')а Д- (р' х  Д- У)% Д- [я(р'ж Д- V) — р(Уж Д- а '] 2 

й вирахувано вже при обчисленні

Він дорівнює

К Ч -Р /2ЩНД-

СОй{ф —  ф()*

Р * ')2]  (ж — Жі)2 Д- (а 'Г - ■ У  У ) 2 ( 1  Д - У ’ Д - р 2)
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Отже формула для Ґавсової кривини набирає вигляду 

K = z __________________

^ w  _  и .) (,  _

Тобто

К =  — ^ ^
УЛГ? +  **]2

З ц ієї формули можна зробити ділу низку висновків:
I. Не і с н у є  л і н і й ч а с т о ї  п о в е р х н і  з р е а л ь н и м и  

т в і р н и м и д о д а т н ь о ї  кривини .
II. Н а й м е н ш у  к р и в и н у  ( н а й б і л ь ш у  к р и в и н у  

аб солютно ю ве личиною)  на д а н і й  т в і р н і й  л ін ій ­
ч а с т а  п о в е р х н я  має в ц е н т р а л ь н і й  точц і .

Ш. За з р о с т а н н я  J M  Ґ а в с о в а  к р и в и н а  абсолют-  
ною в е л и ч и н о ю  з м е н ш у є т ь с я  Й ДЛЯ J M —> o о д о р і в ­
нює н у ле в і ,  або і н а к ш е :  п а р а б о л і ч н і  т о ч к и  л і н і й ­
ч а с т о ї  п о в е р х н і  м і с т я т ь с я  на п е р е т и н і  ї ї  з безко­
н е ч н о -д а л е к о ю  площиною.

б. С т р и к ц і й н а л і н і я .

Геометричне місце центральних точок звемо с т р и к ц і й н о ю  
л і н і є ю  (ligne de striction, Kehllinie). Отже, це є геометричне 
місце точок найменшої Ґавсової кривини окремих твірних, або 
ще, — геометричне місце основ спільних перпендикулярів (наи- 
коротших віддалів) сусідних твірних.

Щоб вивести рівнання стривдійної лінії, візьмімо рівнання 
твірної в симетричнішій формі

X — а  Y — b _ Z  — с _
X ’ (І v

або
X 5= a -f-\ и ,  Y —  b +  \lu , Z  =  c - \ - m

де я, b, с, X, у, v функції параметра 6 або v  та

Безконечно близька твірна визначиться таким рівнянням:

X — а ~ а ' в    Y  — Ь — Ь'в Z  —  с — е'г
/, —|— X * в V — V's
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Найкоротша віддаль визначиться рівнаннями:

X  — a  Y — b  Z  —  c  

0 =  X u. v
pv' —  vu.', Xv'— Xv', XjT —  (іУ

X — a  —  a %  Y — b  —  b's ,  Z — c —  c's
0 —  X —j— Х 'з, j i  —|— p/s, v —|— ■/ e

J lV '---- V // —  A l l ' ---- [!>/

Друга площина перетинав першу пряму в точці, для якої и  

визначається з рівнання, що дістанемо заміною в першому рядку 
другого детермінанта різниць X — a ,  Y — b ,  Z  —  c ,  на Xw, [Ш, т  

за рівнаннями першої прямої.
Віднявши елементи 2-го рядка, помножені на и, від пер­

шого, переходом до границь за умови г—>0, дістанемо шукане 
рівнання

Х'ад а '  \>'и - f -  b ' ч 'и  у -  с'
X і1 v

[1V'--- Vfl' V>/-----/ У  All' ---- [iX'

Це рівнання розбивається на два детермінанти.
Множник при и  є

X' у! /

х I* v —  -  [ ( | і /  —  Vi»/)8 +  (vXr —  Xv')2 - f
[j-'A —  Vji', vX' —  Xv', X(i' —  fiX'

( X ^ - p X ') 2] =  -  (X2 +  Ц8 +  v2) (X' + 1/  4 -  v'2)  +  (XX' +  Jifi' +  vv')a =
=  —  (X2/ -J - p /2 +  v '2).

Отже значенням, що відповідає точці стрикційної лінії, таке:

1 ft' b ' с'
и== х'2 +  іі'гТ ?  X fA v

^  ‘ 1 [ .J iv '-v p /, V A '- X ' / ,  Xi i ' - jj.X'

Підставляючи це значення и  до рівнання твірної, дістанемо 
рівнання стрикційної л ін ії в параметричній формі.

П р и к л а д  1. Гіперболічний параболоїд х 2 — у %— 2з. 

Прямолінійні твірні однієї системи є:
X  —  X у  —  -ї z

D
X'2 +  -а' 2 +  а'-1 '

Стрикційна лінія 

Для другої системи

— 1 2т:

X  —  у ~  О, Z  —  0.

х - ^ у  — 0 , г —

; и  — 0 .



П р и к л а д  2. Гіперболічний параболоїд
X і v
—  — -Р— =  2г.
Р  q

Прямолінійні твірні однієї системи: 

ж — ті/ р  y — <Vq
V p — V~q

— V J
Vp + q+ і -'

Для центральної точки 
и —

Z
: 2  ̂ '

, v =

p  —  q

x = V  p
V p + q - f ^ 2

V p + q + ^ 2‘

V p  +  q + i V

Стрикційна лінія

(P —  Q) =  - A -  Jr P - q = -
V p  1 — Vg

П р и к л а д  3. Однополий оборотовий гіперболоїд:
х2 -f- у2 ■ =  1 .

Прямолінійні твірні можна задати рівнаннями:
ж у - a т _  -  , -  _  _аг +  cv—  —  =  и, де т2- ст V2 =  1.а — av

Стрикційна лінія зливається з горловим січенням гіперболоїда
З =  О, X 2 -f- У"  =  G2.

П р и к л а д  4, Однополий триосевий гіперболоїд
х 2 . у 2 з2  
а 2 ' Ь2 с‘г

За аналогічними позначеннями стрикційна лінія визначиться 
рівнаннями

X  _ Y __ Z
аь{Ь2 -|- с2) cos t №{а2-\-c*)$\nt — с8(а2— б2) sin t cos t

__________ ___ 1 ____ ___
a2 b2X- c-(r, - cos21 b2 sin2 1)

а тому, стрикційна лінія e січення гіперболоїда поверхнею 
Z[b4(a* +  с2) X і +  а4(д2 +  с2) Уа] =  аЬФ X Y
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або поверхнею
ae(6a +  c2)2 £6 О а +  с2)3 с«(ая — і *)8 

X а +  Г 2 Z 2

§ 7. Застосований до кривих подвійної кривини*

Бінормалі кривої подвійної кривини е сукупність прямих, 
що не перетинаються, а тому вони утворюють косу лінійчасту 
поверхню. Застосовуючи до них формули, що вивели раніш, 
треба покласти

0 =  s, а — х, Ь =  у, с — г
а  тому

а' — а, Ь’ — р, с' =

X, р, v тепер в косинуси куті в бінормалі з вісями, а тому за 
формулами Frenet-Serret

Х' =

X у S
uV — vu/ =  — ([їй — ш )  = ---- vX' — X/ = ------- -

■Р Р Р

Xu,' —  і)А' = ----—
р

Отже вираз для и  набирає вигляду

а р ї
« Р ї

к V- V
и  ~ — р2

_  2 ___
=  Р X [і v

я Р ТГр ’
Ур Р

Тому точка стрикдійної лінії поверхні бінормаліз е відпо­
відна точка кривої

Отже 1 . К р и в а  п о д в і й н о ї  к р и в и н и  є с т р н к ц Щ н а  
л і н і я л і н і й ч а с т о ї  що в е р х н і  — г е о м е т р и ч н о г о  м і с ц я  
ї ї  б і н о р м а л і  в.

Дотична до кривої перпендикулярна до бінормалі. Звідсіль 
II. К р и в а  п о д в і й н о ї  к р и в и н и  е о р т о г о н а л ь н а  т р а є ­
к т о р і я  д л я  п р я м о л і н і й н и х  т в і р н и х  л і н і й ч а с т о ї  
п о в е р х н і  б і н о р м а л і  в, д л я  я к и х  в о н а  е с т р и к ц і й -  
ною л і н і є ю .
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В п р а в и :  Для звичайної ґвинтової лінії
ж =  a cos ks, у — a sin ks, з  =  mks

визначити поверхню бінормалей та довести, що для неї стрик- 
ційна лінія є дана ґвинтова лінія.

Поверхня бінормалів
X — cos ks Г — a sin ks   Z  — mks  

m  sin ks m cos ks a
Остатшн властивість поверхні бінормалів не є загальна, 

і стрикційна лінія косої лінійчастої поверхні не є ортогональна 
траєкторія до прямолінійних твірних.

Справді, косинус кута прямолінійної твірної лінійчастої 
поверхні

Х = а  Г = й  +  [Ш, Z =  c-f-vw
з дотичною до її стрикційної лінії {і для и  що дістали раніш) 
дорівнює

]/ І  ж'а .cos 7 =  XX' +  Т  +  vZ' =  la ' 4  цУ +  vc' —
D  { It! -f- \sj>! -j- W) D

)!- (X* +  tt*+v*) =

=  Xa'-j- li&' +  vc —(____O____V
/.'* -і Vі ;

Для поверхні бінормалів кривої подвійної кривини, як довели

тому
Ха' 4- \xb' =  0 і D  =  о 

cos V - 0 .
Але взагалі ді вирази не дорівнюють нулеві, і тому дотична 

до стрикційної лінії не є лінія найкоротшої віддалі двох без­
конечно-близьких твірних. Стрикційна лінія є лише геометричне 
місце початкових (або кінцевих) точок цих найкоротших відда­
лів, як це було підкреслено на початку параграфу про стрик- 
ціині лінії.

П р и к л а д :  Сукупність головних нормалів кривої подвійної 
кривини утворює також косу лінійчасту поверхню 

X  =  ж4 -lu, Y ~ У  4 -mu> Z — z-\- пи 
Дотична площина в точці цієї твірної буде взагалі 

X — ж Y  — у Z  — з
а 4- Hit Р 4 " ш'и 7 4- п'и =  О

І т п
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В точці О , у, г) кривої м =  0 1 рівнання зводиться до такого:
X — х Y — у Z  — z

а Р 7 —
1 m п

^  к (X —  а?) +  [і ( Y -  у )+  v ( Z - e )  -  0 

це рівнання є рівнання шільнодотичної площини в точці (ж,у,г). 
В будь-якій іншій точці (и ф  0) головної нормалі дотична пло­
щина буде

(  1 -  у )  SX ( X - ж ) -  A  £« (Х  — х) =  О

тобто це буде площина, що проходить через головну нормалю.
Для точки стрикційної лінії відповівне значення и  визна­

чається з рівнання:
а  Р 7

(I'2 -f- т'2 -f- п'2) и =  І т п  =
т п! — п т \ п і' — In ', 1т' — т і'

а Р 7
1 m п

к а 4 X
, г т ’ г р ’ Г р

але +  +  Л  — Лг1 1 ф р 1
р  радіюс повної кривини).

Отже и =  —г
Косинус кута V проміж твірною (тобто головною нормалего) та 
етрикційною лінією е

cos F =
Еп х-\-1 Р‘

V  ■І  \ х  +  1Р‘

II

7
(?)'

р !
Т

рі

г

г й

Л  +  А
Т р

ф і p aY

р А А __ t -  Л - ( А \
г2)  1 г’-р2 ' \  r )



Для звичайної ґвинтової лінії цей вираз дорівнює нулеві, бо 
у та р, а тому й р  для неї сталі.

8. Теорема Bouquet.

В питаннях, що ми розглядаємо, відограють значну ролю той 
або інший ступінь безконечно малих величин. Цьому важливо 
дослідити те, що ми вже розглядали, з іншого погляду.

Наікоротша віддаль між сусідніми твірними лінійчастої по­
верхні, що відповідають значенням Є та 6 4 “ ̂ 6  параметра

з =  оск Ц-а, у — $х-\-Ь
z  === (jx А х )  оо 4 -  & —j— Д а ,  у  =  (р — Д р )  х  4 ~  If 4 ~  Д Ь

за відомою формулою аналітичної геометрії є

г =
0 аь

1 р 
і р4 -с?р

Да

а
а -j- Да

l/[p (44"Аа) —а (Р +  Др)]'г 4" Д*а+  Др2 —

Д а  Д р ' — Д 6  Д а  

(/Даа +  Д ^ + (р Д а  — «ІДЦ *

Якщо прирости Да, ДЬ,... розгорнемо за степенями Д9:

До. =  а!Д6 -4- -і- а"Д92 -j~ -g- awA93 -j-

та підставимо у попередню формулу, то дістанемо в знаменнику 
під коренем Дбг[а/г - f  р'а4~ («З'— Р*) 4 4- члени 3- го та вищих 
порядків; 
в численнику

ДаДр — АЬА* =  (a'-sf — й'а)Д02 +  - і  ( а Т  +  a ' f  — Ь"о! — Ь'х") ДО3 +

{ 1  a'"p' +-p"V — У V  — a"7/) -j- -1 (a"p — ftV')} Дб4 +

4 - члени 5-го та вищих порядків.
В цій формулі коефіцієнт у члена 3-го порядку можна на­

писати так:
± { а Г ~ Ь ' * ' ) '

Отже: д л я  л і н і й ч а с т о ї  д ов р х ні  н а й  к о р  о т ш а в і  д- 
д а л ь  мі ж д в о м а  б е з к о н е ч н о  б л и з ь к и м и  т в і р н и м и

239



є в з а г а л і  б е з к о н е ч н о  м а л а  1 - г о  п о р я д к у ,  (чисель­
ник 2 -го, а знаменник 1 -г о  порядку)

Якщо поверхня в розгортна, то в чисельнику не лише член 
другого, а й член третього порядку дорівнює нулеві, а тому, — 
бо знаменник містить Д8 першого степеня,— д в і  б е з к о н е ч н о  
б л и з к і  т в і р н і  р о з г о р т н о ї  п о в е р х н і  п е р е т и н а ю т ь с я  
з т о ч н і с т ю  до б е з к о н е ч н о  м а л и х  3 - г о  п о р я д к у .

Дослідімо членів 4 -го порядку. Множник при Д84 є

(а 'У  +  f  а' — 6'V  — І/а!") +  — (а’У  — b”а") 
о . 4

через похідну від коефіцієнта при Д63

« Г  — Ь'У)" =  (а 'У  +  o f f  — б 'V  — 6 V") +  2\а"і" — Ь" а") ■
можна звести до виду

у  (а'р/ — /Уа')" — у  ( а / у  — б"?.").

Якщо при цьому зникає не лише член 3 - го порядку, а й 
член 4 -го порядку, то повинно бути, крім я'р' — 6 У =  0 ще й

а 'у  — t f  о!' =* о 
а' Уале за першим - г  =  -у- — k

тобто
У =  АУ, F =  Jcb',

тому У =  ка" - f  AV, У' --= kb" Д- к'Ь',
отже o/ 'p," —б"?." == к'(и"іУ — б"а').

Друге рівнання через це розпадається на двоє 
1) к! =  0 , к ~  Const

при цьому з а' =  ка', =  Аб' виникає а =  Ар +  /а і З Аб -{- У .
Отож рівнання прямолінійної твірної лінійчастої поверхні 

набирає вигляду
z — кі — а{ж -j- к) 
у — к2= Ь(х +  к)

Виключаючи звідсіль 6, дістанемо рівнання типу

g—kj у  — к2
ж + А ’ х к =  0

тобто в цьому випадку поверхня є к о н і ч н а .



2 ) Може дорівнювати нулеві другийТмножник
аГЬ' — Ь"а'*= О

звідсіль
f t "

ft' '7 або log ^ ) '  =  0 , аlog =  const

а тому a’— Cb', а — С Ь ^-С , де С та С — е дві довільні сталі. 
Крім цього

йф'_ £ '« ' =  О,
тому і

а' =  Сф' 
а =  Сф +  С"

Підставляючи ці значення в рівнання (15) твірної дістанемо:
г = ( С $  +  С")я; +  СЬ +  С', у =  $х +  Ь 

або
г =  С($х +  b) +  С'х -f- С",

тобто, незалежно від значення 9, координати х,у,г 
нанням

з ^ С у + С 'х - j-C".

зв'язано рів-

Отже всі твірні лежать у  площині та обгортають деяку 
плоску криву.

У наслідок цього ми, приходимо до такої теореми Bouquet:. 
Я к щ о  не л и ш е  ч л е н и  1 - го  та  2 -го,  а й ч л е н и  3 - г о  
п о р я д к у  у в и р а з і  для 8 д о р і в н ю ю т ь  н у л е в і ,  то л і ­
н і й ч а с т а  п о в е р х н я  е або к о н і ч н а  або у т в о р е н а  
п р я м и м и ,  іцо л е ж а т ь  в п л о щ и н і  т а  о г и н а ю т ь  п л о ­
с к у  к р и в у .

Вираз, що стоїть у знаменнику 8, в пропорційний до синуса 
куга поміж двох твірних; якщо цей кут позначімо череез <р, то 
зваживши лише на члени 1 - го порядку
маємо

j/a'* +  p'a+"(a£'—
l + a ' J +  р

Для безконечно малого Д9, 8 в величина безконечно мала, 
а тому sin tp можна замінити через <р. Звідсіль

Є j / a f  -  6V)  ( і  +  уС +  р'*)
<р.—  a ,;4- f  р  +  ( а р '—  р а О *

Де е параметр розподілу (дистрибутивности). Для розгортних. 
поверхонь він дорівнює нулеві.

Д. Синцов —16. 241



Вивчання лінійчастих поверхонь у тому напрямі, що тут на­
мічено, вводить нас у нову галузь — галузь л і н і й ч а с т о ї  
г е о м е т р і ї ,  в якій за елемент, що з нього утворюється всі фі­
гури, є не точка, як ми вважали до цього часу, докладаючи в 
основу систему прямокутних координат або інших, а п р я м а  
л і н і я ,  як ціла.

В рівнянні прямої

з =  &%-{-а, у^=$х-\-Ь  (15 )
ми можемо взяти всі чотири коефіцієнти за н е з а л е ж н і 1) 
Якщо надавати їм всі можливі значення,— дістанемо всі прямі 
простору. Кожний із чотирьох коефіцієнтів може набирати оо1 
реальних значень, кожне з яких можна сполучити з кожним 
значенням останніх трьох.

Тому, кажуть, що в просторі є оо* прямих або що простір, 
якщо за елемент взяти пряму, має ч о т и р и  ви м ір и ,  є много-  
с т а н і с т ь  ч о т и р ь о х  вим і р і в .

Якщо на коефіцієнти а, а , (З, Ь (що тепер можна вважати за 
координати прямої) накласти о д н у  умову, тобто припустити, 
що ці коефіцієнти зв’язано одни м  рівванням

F (a ,  а , 3, й ) =  0, (2 6 )
то маємо незалежних лише три, або можна визначити а, а , (з, Ь 
як функції т р ь о х  незалежних проміж себе параметрів 6Ь 62, 03.

Дістанемо со8 прямих, що утворюють к о м п л е к с  прямих.
Через кожну точку (ж, у ,  з )  простору проходить безконечне 

число (оо1) прямих, що належать до даного комплексу, якраз 
ті, Що при даних значеннях ж, у ,  з  вдовольняють трьом рів­
нянням: (15) та  (26).

Вони утворюють тому деяку конічну поверхню,  що зветься 
п ов е р х н е ю  к о м п л е к с у ,  що належить точці (ж, у ,  з) .

Також прямі, що лежать у даній площині

А х  -\-By-\-C s-\-D -= Q  (27)

§  9. Поняття про системи прямих.

Ч Зокрема в лінійчастій геометрії за координати прямої беруть ве чотири 
Ці величини, а п’ять: а, а, р, Ь та с =  зй — ра (а), що зв'язані між собою рів- 
еаням д р у г о г о  степеня (а). П’яту величину е дістанемо, якщо складемо рів- 
пання проекції прямої на площину ZO.V:

рг — ау =  р» — ай.
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повинні бути такі, що (27), якщо замінити у  та s через (5), 
стверджується при будь-якому х, тобто повинно бути:

(28)
D -+- ВЬ -)- Сй =  О- 

Отже, ці прямі повинні справджувати три  рівнання: (26) та (28) 
й таких прямих є оо1, — вони обгортають деяку плоску — 
к р и в у  к о м п л е к с у ,  що міститься на площині (27).

Якщо коефіцієнти а, а, р, Ь зв’язано двома співвідношен­
нями

Fi(a, а, р, Ь) =  О,
F a(«, а, р, 6) =  0

(29)

го можна взяти довільно лише д в а  коефіцієнти, останні вже 
визначаються з рівнань (29), або можна а, а, р, Ь визначити як 
функції двох незалежних параметрів 0! та 02. — Дістанемо кон- 
фіґурацію, утворену з оо2 прямих, яку звуть к о н г р у е н ц і є ю  
п р я м и х :  через кожну точку проходить певне число прямих, 
коефіцієнти яких а, а, р, та Ь за даних а; та у визначаються з чо­
тирьох рівнань (15) та (29) і конечне число прямих лежить 
у кожній даній площині, якраз ті, що справджують рівнання 
(28) та (29).

Нарешті, три співвідношення між коефіцієнтами а, а , р, Ь7. 
приводять нас до лінійчастої поверхні.

10. Нонґруеяції.

Хай у рівнаннях прямої

З =  ах -|- &
y =  $x-hb (15)

коефіцієнти є функції двох незалежних параметрів.
Сукупність таких оо2 прямих звемо к о н ґ р у е н ц і є ю  пря­

мих. Через кожну точку простору проходить визначене число 
прямих; відповідні значення для Єї та 0« визначаються підста­
новкою у (29) координат даної точки.

Якщо встановити проміж 0j та 02 деяку залежність, то д і­
станемо лінійчасту поверхню. Ця поверхня буде за попереднім 
розгортна, якщо залежність між 0, та б2 така, що

dad$ ■— d b d a ,^  О,
де похідні беремо по тому параметру, що взято за незалежний.
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Якщо цю умову розгорнути, то дістанемо:

що е диференціяльним рівнянням виду

(ЗО')

і яке розпадається на два рівняння

(ЗО)

Якщо проїнтеґрувати кожне з цих рівнань, то дістанемо 
інтеґрал Єг ==ф(бі, с), що залежить від довільної сталої, яку 
можна добрати так, щоби при 6 1 =  6° було 62 =  0“, тобто інте­
ґрал кожного з двох диференціяльних рівнань визначав без­
конечне число розгортних поверхонь і через кожну пряму кон- 
ґруенції проходить дві такі поверхні.

Відповідно, кожна пряма має дві точки — точки ребер звороту 
однієї або другої розгортної поверхні.

Ці точки називають ф о к а л ь н и м и  т о ч к а м и  твірної, 
а геометричне місце фокальних точок, відповідних всім твірним 
конґруенції, в якась поверхня, що називається‘ф о к а л ь н о ю  
п о в е р х н е ю  конґруенції.

Фокальні точки твірної можна дістати без інтеґрування 
рівнань (ЗО). Справді, якщо взяти одну твірну (5), то беконечно 
близька до неї (б') зустрічає її за умови, що

Якщо ж навпаки напишемо коефіцієнти при A0t та виклю­

чимо , то дістанемо рівняння, якому при даних .та 02 

повинна вдовольняти координата х  точки, в якій зустрічаються

О — жДя — Д сі, 0 — ;ї’ДЗ Дб. 
Виключаючи з цих рівнань х, дістанемо

д » д р  —  А бД а =  0:

переходячи до границі, мавхмо умову
а'? —  6У  =  0 .
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послідовні прямі конґруещ ії, що й будуть при цьому 
двірними розгортної поверхні.

Маємо:

Де є рівняння другого степеня відносно х  а тому, якщо 
ді та 02 дано, то дістанемо два значення: н а  к о ж н і й  п р я м і й  
к о н ґ р у е н ц і ї  є д в і  ф о к а л ь н і  т о ч к и ,  що  в и з н а ч а ­
ю т ь с я  з р і в н а н н я  (зі). Припускаючи бі та ^02 змінними, 
з трьох рівнань (15) та (31) можна виключити параметри 0! та 83; 
дістанемо рівнання геометричного місця фокальних точок — 
ф о к а л ь н у  п о в е р х н ю .  Ця поверхня повинна складатись 
з двох чаетин, одна з цих частин утворюється однією серією 
точок, друга — другою.

Ця фокальна поверхня буде містити не лише одну характе­
ристичну точку будь - якої розгортної поверхні, а все ребро 
звороту розгортної поверхні. Справді, до конґруенції належать 
усі прямі кожної точки розгортної поверхні, які одночасно 
є. дотичні до ребра звороту розгортної поверхні, а тому кожна 
точка ц ієї кривої є точка перетину деякої прямої конґруенції 
з  безконечно-близькою прямою тієї ж конґруенції, тобто буде ї ї  
фокальною точкою. Отже вона повинна належати геометричному 
місцю цих точок — фокальній поверхні. Будь-яка пряма конґру- 
енції дотикається до двох частин фокальної поверхні.

Хай F  та Р ' —  дві фокальні точки деякої твірної.
Через цю твірну проходить дві площини т та у', — дотичні 

до розгортеих поверхонь, що проходять через цю твірну. Отже, 
ці площини відповідають фокальним точкам. Ц і площини звуть 
ф о к а л ь н и м и  п л о щ и н а м и .

Можна довести, що площина у в площина дотична до по­

т, cf02 .
Виключивши з цих рівнань діftujі

дістанемо:

31)
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верхні до геометричного місця точки F ,  а площина у' є до­
тична до поверхні £ — геометричного місця точки F .

Справді, хай пряма пересувається залишаючись дотичною 
до ребра звороту першої розгортної, а тому й до £; вона при 
цьому повсякчасно буде дотикатися до S'; точка дотику ї ї  з 2, 
утворить на £ криву О', що проходить через F ,  але відмінну 
від-ребра звороту 2-ої розгортної. Розгортна поверхня, описана 
прямою, буд  ̂ кати з S' дві спільні дотичні — дотичну в Ж? до  
ребра звороту другої розгортної поверхні й дотичну в F  до С \  
Отже вони мають спільну дотичну площину, що є також щільно- 
дотичною площиною до ребра звороту першої розгортної по­
верхні й дотичною площиною до £'. Якщо одна з частин фо­
кальної поверхні е крива, то прямі конгруенції будуть зустрі­
чати цю криву й дотикатися другої частини фокальної поверхні. 
Одною з розгортних поверхонь для кожної твірної буде через 
це конус, дотичний до другої частини фокальної поверхні, що 
мав вершину на кривій, до якої звелась одна частина фокаль­
ної поверхні. Якщо обидві частини фокальної поверхні зво­
дяться до кривих ліцій, то обидві розгортні поверхні конґрен- 
цій будуть конуси, що проходять через одну криву та мають 
вершини на другій кривій.

§ 11. Конгруенція нормалів деяких поверхонь.

Нормаля до поверхні s ~ f ( x , y )  е

X — ж_  У — у Z  — z

пряма, рівнання якої залежить від двох параметрів. Тому сукуп­
ність нормалів до поверхні є окремий випадок конгруенції прямих.

Т і розгортні поверхні, про які мова мовилась раніш, утво­
рюються тими з нормалів, що перетинаються в безконечно близькій 
точці. Але у § 4 розд. III доведено, що точки, нормалі яких 
в такі {— тобто дві безконечно близькі з них перетинаються— > 
утворюють на поверхні л ін ії кривини.

О т ж е р о з г о р т н і п о в е р х н і  к о н г р у е н ц і ї  н о р м а л і в  
до б у д ь - я к о ї  поверхн і ,  що п р о х о д я т ь  через  будь-  
я к у  нормалю,  п е р е т и н а ю т ь  п о в е р х н ю  по ї ї  л і н і я х  
к р и в и н и .

За властивости ліній кривини, вони {розгортні поверхні) пе­
ретинаються під прямим кутом. Ф о к а л ь н і  п л о щ и н и  е пло ­
щ и н и  г о л о в н и х  н о р м а л ь н и х  с і чень.
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Нарешті, ф о к а л ь н а  п о в е р х н я  в п о в е р х н я  ц е н т р і в  
к р и в и н и  г о л о в н и х  н о р м а л ь н и х  с і ч е н ь  (еволюта) по­
верхні.

Справді, напишемо рівяаяня нормалі так:
X — х  . ^  г _  (Х — х)

Р Р
та складемо рівнання(31), припускаючи 0 ) = я ,  % =  у  дістанемо:

Z- ■ч+у

■г(Х— х) 

( Х - х )

■ P + J
р$ — дг

(X — x)s
рі

( X -  х)

■Q

p t — qs і
■ 0 .

р* р  Р ‘
Якщо перший рядок помножити q та додати до другого й

1скоротити на спільного множника —, то дістанемо:

г (Х — х)
Р

s{X — x)
+  1 + Р г

- p q

s (X — x)
р

t(X  — х)
■pq

-j- 1p  p

Порівнюючи це рівняне" т рівнанням (2б);§ 8 , розд. III робимо 
висновок, що

X — х   1   В
~ Р  ~  К~~

а тому за рівнанням нормалі
ЩУ - у

Z — s = .— в

V i+ p '^ + q 1
Ці рівнання е рівнання центрів 

кривини головних нормальних сі­
чень (§ 12), а тому фокальна поверхня 
конґруенції нормалів до даної по­
верхні е її еволюта. Але будь-яка 
конґруенція нормалів не в конґру- 
внція нормалів до якоїсь поверхні.
Можна довести, що доконечна 
й достатня, умова того, щоби 
конґруенція прямих була конґру- 
енціею нормалів е в тому, щоб фокальні площини будь-якої пря­
мої конґруенції були взаємно перпендикулярні.

Риє. 63.
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Отже о б и д в і  п о л и  п о в е р х н і  ц е н т р і в  д а н о ї  по­
в е р х н і  д о т и к а ю т ь с я  н о р м а л і  в ц і є ї  п о в е р х н і у т о ч -  
ках ,  що  в г о л о в н і  ц е н т р и  к р и в и н и  в і д п о в і д н о ї  
т о ч к и  п о в е р х н і  (рис. 19).

V. ДОДАТКИ.
І. Формули для теорії кривини поверхонь, заданих неявними

пізнаннями.

Якщо поверхню задано рівнянням
F {x,y,z)^Q  (1)

то безпосереднє застосовання формул, наведених у тексті вище, 
може бути досить незручне. Тому треба дати низку формул 
для такого випадку.

Довжину перпендикуляра з точки (х, у , z) на безконечно - 
близьку дотичну площину можна написати так:

dl:',r. dx 4- dF'}/. йу +  d V y . dz.

Звідси рівняння асимптотичних ліній напишеться так: 
d x . dF'x +  dtjdF'y +  dsd'F, =  0 

Диференціял дуги кривої на поверхні (1), якщо 
F'x dx  -(- F'ydy 4 - Fr?/l3 =  0

напишиться так:

ds2 =  dx* +  d>f +  dz- =  J r2 [dxH F '\  +  F'F) +  2F'yr xdxdy +

W w  +  З Д ]
Звідси радіюс кривини

1 dxdF'x +  dydF'y 4~ dsd F ...
Г ~  ds3 V F 77 + F V  +  F fX

Задача визначення екстремальних радіюсів приводить де 
рівнання:

F \ x - F тр//-с щ Тр/г-С XZ F\
T?rt * ХЦ F"yy- K р tf ■L- уз F'y
rpttXZ ptt J S3 K  F \
F'x П F'z 0
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Для Ґавсової кривини звідси дістанемо вираз:

1 і
77’//
Г  X X

ТТі//* яу y/txz F>x

J + bd lw II « уу jP ys F’y
F \* 77V/-С у& T?tlj ’ F'g
F'x F'y F's 0

Цю формулу дістав С. Neumann (Вег. Sachs. Ges.*) та Math. Arm. Vi). 
Для середньої кривини можна дати такий досить простий 
вираз

иг= У 'г + v / + AV.
який дав у трохи іншій формі Rogers;— див. G. Darboux,Theorie 
des surfaces, tome її, видання 1915 року.

Лінії кривини можна визначити через рівнання

сумісно з

dx dy ds
F'x n F's
dF’x dF'y dF\

dF- - 0
Умйидіки (сферічні точки) визначаються рівняннями, які ствер­
джують, що коефіцієнти при d x \  dxdij, dy2 в чисденнику та 
знаменнику радіюсу кривини е пропорційні

7?//
-F  X X

T V /

r  x y F ' x F"xy 77V/
-c -  x y F'x

F\s F"zz F's :(F% -\-F 's2) = F ”v* 77  ft  
£  ZZ

77*/ ,  7 7 / 7 7 /
“  g  * *  X -F  1J

F'x F's 0 F'y F's 0

T?ff
т УУ F "

x  yz F ’y
77/ /
Я  %13

т?ч
a  3% F 'y : ( F ' y  +  F V )

F ' y F z 0

Геодезичні лінії можна дати через рівнання:
(d x d F 'x- f  d y d F 'v +  d sd F F ) (F ’xd y  —  F 'yd x )  =  (F %  +  F 'y2- f  F 'F )

{dxdhf — dyd2x ).
Довід Я. П. Бланка, див. мою роботу „О системах интегральньїх кривих Пфа- 

фова уравнения“ Pdx-|-Qdy -J- Rdz =  0. Б an. Мат. Науч. Исл. Каф.. Украйни Том III.
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яке можна дістати, як це зроблено й у тексті, через перетво­
рення рівнання

F'v F'y E't,
dx dy & ii O

d 2x d2y d2z

Ці формули можна дістати, як окремий випадок відповідних 
формул для систезц інтегральних кривих Пфафового рівнання 
Pd® +  Qdу  +  Rdz =і о, теорію яких розвинено A. Voss'om, R. Lilien- 
thal'eM, Rogers'oM, G-. Darboux та в моїх статтях в „Уч. Запи­
сках Мат. Иссл. Кафедр Украинн, том I I I  та в Сообщениях Харь- 
ковского Математического Общества", томн I ,  I I ,  I I I .

II. Теорія кривини поверхонь у криволінійних координатах.

1) Ми вже бачили, що коли поверхню задано рівнанням у па­
раметричній формі

£=<р(u,v), я — *(«,«), (і)

то елементи дуги кривої на поверхні (див. стор. 133)

ds2 є» Edu2 -ф- ‘ZFdudv +  Gsdv2 (2)

e першою основною квадратичною формою в теорії поверхонь 

ЩіїиДс) — Edu2 +  2 Fdudv +  Gdv2.

На поверхні маємо дві системи координатних ліній

м =  const, v — const
Елемент дуги 1 -ої

ds2v =  Gdvl, dSi- ~  І/ в . dv 
Елемент дуги 2 - ої

d S u ~ E d u 2, dsu =  ]/Edu  

Косинус кута V проміж двома напрямами
du, dv та 8м, 8f

CosV— -~^s ' (dxix -f- (Iyby -}- dabs) — ■ ^  Kx'udu -ф- x'vdv) (x'Jni, -f- 

+  [Eduhi 4- Eidubv +  dvdu) +  Gdvbv}.
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тому умова перпендикулярности двох напрямів така;
E d u b u  +  F{dubv -j- dvbu) -f- Gdvov — 0 

Координатні лінії
dv — 0 , 8м — 0

перпендикулярні за умовою

тобто
Fdubv =  о 

F  =  0

( 3)

(З')
отже тоді елемент дуги набирає вигляду:

ds2 =  Edu2 -lf  Gdv-
Кут а проміж координатних ліній існує, бо

позначаючи

маємо;

EO — F ’-> 0 ,

0 о в а = , 7 Ж

ds2 =  dsu2 +  dsE +  2dsu. dsv Cos (dsVt dsv)
Елемент поверхні набирає вигляду

difi — dsu • dsv . sin я, 
або беручи на увагу, що

то

] / ~ W ~ F 2
]/~Ш~

dc» =  V  EG — F \  du . dv. (4)
2 ) Обчислимо довжину перпендикуляра 8, що його спущено 

з (u~hdu, v -\-d v )— точки безконечно-близької до ТОЧКИ («, V) — 
на дотичну площину, рівнання якої є

Х — х Y — y Z — z
Хц У и Z и = 0 . і б)
X у у v 3 1)

Це рівнання можна написати
4 (X — ж) ~ЬБ {Г — у ) С  (£ — г) == О, 

Де
A B C

У и V % иУ V s  U F  V X  U  £  V х  и  У V У U  X s 1>
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та
А 2 +  В 2 4 - С2 =  EG — F* =  Н 2

при чому
Ах'и 4- Ву'и 4  Сг'и =  0 

Ax'v "4" Ву'и -f- Cs'v =  0 .
Поклавши

Ах =  х'и dit +  x'v dv ■-)------ (х"ии du2 4  2x"uv dudv 4  %"w dv2) 4  • • ■
1 • 2>

A у — y'u du  4  y ’v dv {y"tm du1 +  W ™  dudv 4  y”™> dv2) +  ....

As =  Fu du 4  4  dv -j- j - — (d'uudu2 4  2г"«вdudv4  s '4  dv2) 4  • • •_L • Ci

маємо вираз

l /E F — G2

Ax Ay As
X u y'u d  u
sdv V’v % у

Обмежуючись членами другого порядку та позбавлявшись 
від перших степенів du, dv відніманням від першого рядка 
другого рядка, помноженого на du  та третього, помноженого 
на dv, знайдемо довжину перпендикуляра

2S =  Ldu2 -+- 2 Mdudv 4  Ndv2,
якщо позначити

& UU У «а S uu
pfj?
Jj 1413 У uv £ 1uv

H L  === x  *u У u ^  u H M —  x 'u y 'u Z it

X fv y ' v Z v X ' v y 'v Z V

tfA=
rr"A* vv

„/
У VV d  vv

„ .! „ t

(6)

Але

отже

яг, ї їч

У v

О

& и 
« V

ds2 
2 В

І Ldu2 4- 2 Mdudv 4  Ndv3
В E dit2 4  2 Fdudv 4  Gdv 2

Чисельник e друга основна квадратична форма 
4'idu, dv) — Ldu2 4  2 Mdudv 4  Bdv2

( 7).
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Вираз (7) не залежить від відношення 
якщо

L _ M  __N  
Е~~ F  G ’

( 8 >

що приводить знову до сферичних точок (умбілік).
Для інших точок, у яких значення радіюса змінюється з 

напрямом, можна шукати екстремальні значення радіюса. По­
винно бути

■ t  +  N { % )  ” m“ imum (roMmum),

за умови що,

Е
du
ds +  2 F

du dv 
ds ‘ ds +  G dv 

іds
a

=  1.

Це приводить до співвідношень

L du  +  M dv  — S(Edu  +  Fdv) =  0 1 
Mclu-\- Ndv — S(Fdu -U Gdv — 0 } 

які можна написати

(9)

p _ Ldu-\-M dv _ M du -\-N dv  _
E du  +  Fdv ~  Fdu +  Gdv ~

{Ldu +  M dv)du -f- [M du-\- N d v )d v_ W(dtt,dv)
{Edu +  Fdv)du -|- [F du  -f- Gdv'yJv Ф(du,dv)

виключаючи з ( 9 )  du та dv, 
дістанемо квадратове рівняння

і L ~ E S  M —  F S \ _ _  
і M — FS N — G8 \ ~

=  S4E G  — Es) -  S(EN  — 2F-M +  GL) - f  L N — M* — 0 (11)
3a (10) бачимо, що корені цього рівнання е якраз екстремальні 

значення міри кривини, а тому 1

1 L N — М 2 
R i E 3 ~  EG — F *
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Т р и  с и с т е м и  л і н і й  н а  п о в е р х н і .
1) Дорівнюючи першу квадратичну форму нулеві, маємо:

E du2 -J- 2Edudv -j- Gdv2 =  О,
що визначав {через те, що EG — J?2> 0 ) два уявних напрями — 
мінімальні (або ізотропні) лінії. Для них довжина дуги дорів­
нює нулеві.

2) Дорівнюючи нулеві другу квадратичну форму
Ldu2 Д- 2Mdudv - f  Ndv2 ■ - о

дістанемо два (дійсних або уявних) напрями, для яких довжина 
перпендикуляра на дотичну площину є безконечно мале не дру­
гого порядку, а третього, і тому для цих напрямів дотична 
пряма мав з поверхнею дотик 2 -го порядку. Ці напрями визна­
чають лінії головних дотичних, або асимптотичні лінії. До них 
приходимо також, якщо* шукаємо такі криві на поверхні, для 
яких дотична площина до по .егхні у  відповідній точці е їх 
щільнодотична площина, тобто

X _ р __ v
~ В "~  С 

або
А а-f- =  0

АХ В тґі~|— Оті =  О
перше рівнання справджується тотожньо, а друге дав диферен­
ціальне рівнання асимптотичних ліній.

3) Виключаючи з рівнань (9) S або беручи два відношення з (10) 
дістанемо

Ldu  -j- М dv Edu-{-Edv  І
Mdu -j- Ndv Fdu  ~f- Gdv ( ^

або
(L F — EM) du 3 +  (LG — EN) dudv — EN)dv2 =  0 .

Ці два напрями взаємно перпендикулярні, бо підставляючи в (3)
f d v \ f d v \  L F  — EM  fd v \  f d v \  E N — LG
K d u ) \ d u ) ~  MG — E N  Ta [ d u ) l ' ^ \ d u ) 2 

дістанемо після множення на MG — F N  тотожньо нуль.
Ц е е л і н і ї  к р и в и н и  — л і н і ї  е к с т р е м а л ь н и х  (го­

л о в н и х )  р а д і ю с і в  к р и в и н и .  До цих же ліній приводить 
така задача — з н а й т и  на  п о в е р х н і  н а п р я м и ,  н а  я к и х  
. н о р м а л і  до п о в е р х н і  п е р е т и н а ю т ь с я .
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X — х Y — у  Z — z
А  ~  В ( Г б’

де А, В , С, мають попередні значення. Безконечно-близька нор- ' 
маля

X  — х  — dx   Y  — у  — dy    Z — з  — d z __
А ~~j- dA B -\-d b  О -j— dC

отже повинно бути
а А =  t(A  +  dA) 4 ” dx 
аВ =  т (В -f- dB) 4  dy 
аС — х(С 4- dO) 4  dz

Виключаючи о — т та т, дістанемо умову перетину
d x  A dA 
dy  В dB =о 
dz О dC 

або
dx dy  dz  
A B C  = o  

d  A dB dC

Це рівнання можна перетворити, помножаючи на

Xj и У и Z'a 
^  X v У v Z? v

A B C
Дістанемо:

С правді х а й  р ів н аш ш  нормалі

Edu  4- Fdv Fdu 4~ Gdv 0
0. 0 Я®

du'tA/,i:xlu-{'d'v'E,A'vx'u, du^A'uEv -\-dvLA'vx' HdH
тобто

Edu  -j- Fdv Fdu  4- Gdv _
Ldu  -f- Md-v Mdu 4 - Ndt ’

бо
ZA W u  =  —  L; X A'vx 'u —  -  М =  % A W *  та £ A W *  =  —  Лт; 

диференціюючи співвідношення
ZAx'u =  0 та AF,- =  О

дістанемо безпосередньо ці співвідношення.
Отже л і н і ї  к р и в и н и  е т і  н а п р я м и ,  н а  я к и х  б е з ­

к о н е ч н о  б л и з ь к і  н о р м а л і  п е р е т и н а ю т ь с я .



Ці три системи визначаються диференціяльними рівнаннями 
1-го порядку та 2 -го степеня і тому дають для кожної точки 
поверхні два напрями.

Г е о д е з и ч н і  л і н і ї  визначаються умовою, що для них 
дотична площина, до поверхні е випрямна площина, тобто

І __т __ п
A ~ W ~ ~ C ’

звідси
Лі +  Яр.+  0  =  0 ,

але
X =  п§ — пщ 

— а п 
■І =  та —  l?h

тому рівнання, якщо пригадати, що
dx
ds ? =

dy
ds

ds
ї  — -з— . і '■ ds

d2x  
ds2 Й т. д.

набере вигляду
dx dy ds 
d-x d?y d-s = o  
A B C

Метода вираховувати та сама: множимо на
X и У и & и 

Н 2 = X v У v & v
А В  С

дістанемо

бо

але

0 =
2 x'udx 2ж\d x  "І. A do  
2 r/ud2x 'ZtfvdAx ^A d2x  
2 Aafa ZAx' 2Л2

2  x'udx Iix'vdx 
Zx'uQW ud2x  2 x\,d2x

Z A x 'a  =  0 2 A x 'v ■=■ 0 

h x 'u d x  --= Y i'd J x '- jd u  +  x 'vd v )  —  E d u  +  E d o  

2x 'vd x  =- 2x 'v{ x 'ud u  +  x ' vd v )  =  E d u  +  G d v  

'Lx 'nddx =  ̂ x ' , J x ud~u +  x ' r, d ’-v +  x f ' ^ d i d  +
+  2 x"uvdu dv +  x "Vtdv2,

lx 'ux"u- " E  u, — 2  Ж >>/0 v ’•

H2

-X u > rr — (2X uZ !■) i- ' ■ F \ , - ^ G'U
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також
lx,'v.d-x =  Ed-tv -j-  Fd-v -j- E'udu~ -j- F/,dudv -j-

: TV-Г- IT' r G'u )cCt'~

також знайдемо

-v'«d-r ~ lLs'v[,r/H'Pu  - j -  %’v<F:v +  F'^ dd2 +  2F'uududv +  x"9edv2) < 

=  Fd2u  - j -  6 d 4  +  (E'h -------l~E'r)clu-- f - G'ududv +  - 5- G’vdv®.

Отже рівняння геодезичних ліній набирає вигляду 

Edu-t- Fdv, Ed4 i-\-F<Pv+L E'U'M* -j- E\dudv+{F'<>— \  G'u)dv2 

Fdu  -f Gdv, Fd2u-\-Gd2v +  (F 'u— у  E'v)du2 -j- G'dudv 4- і  G\-dv2

або Ed u -j- Fdv Ed2u E- Fd'i; .
Fdu  +  Gdv Fd'-u - f  Gd2v +

Edu +  F dv, у  E'udu2 -(- E'vdudv -j- (F'v — у  G'u)dv2

^ 1 1Fdu -j- Gdv, (F'u — — F?„)du% -f- G'u dudv -f- -g- G’vdv%

перший детермінант дорівнює: 

d  u d r- I E  F \
d-u d-v F G j

(EG — F - \ { d u d ' V  — dvF u ) ,

Отже остаточно рівняння геодезичних ліній у  криволінійних 
зоординатах дістанемо таке

{EG — F2)(dud2v — dvcl2u) 4-

E d u  +  F dv, у  E'udu1 +  E'vdudv (F’„----^  G'u)dv2
4- =o

Fdu  +  Gdv, {F'u---- у E'B)du2 - f  G'tldudv +  ~  G'vdv2

В и р а х о в а н н я  Ґ а в с о в о ї  к р и в и н и .

Tisio самою методою можна визначити L N — М 2 через 
Е, F, G та їхні похідні по и  та v першого та другого порядку.



С правді
X UU У uu "y‘r ** uu X vv У rv £lf <f 2)0

H \L .F  = X u У u FU ♦ X u v'u J-/̂ «
X v  У V £ V X j; Fv <- v
uu w -̂іХ и X іш

hx и% ии «3
V „М у гг>ЛЛЖ V ції ии £iJs U ^ V

їх"пи<х"г,, F 'V- - ~ G ' U 

Е

F « -  і  E'v4it

V -ft syi‘?-J -f 0 ‘ЛУ «0
Sx u X t>
SxV 

1 G'v

F

G

=  (EG — FT) So" , -\-F -^ 7 Г „(Д  +  ( F'u

-

Так сапо

- T V G\ B G 'J  F u E 'A -

IF  AP = • j X  h

\ .

У uv pff і<- uv sy."x uv y"uv pf'<! UV
У « Fu *.[ X tt vУ u Eu
v'« p!& V o,r-0 У'* Z u

£x'K avtf y™F ryJ’ Uti V J- U)
=: V.v/ nffmdJ. Jj, «t JJJ) S-'V'', ••

V Tt ,rnu Ju fry £ж'„Я W  2 > г? ®
V ̂ //2uv

i * -
1 p t
2 ° u

p ' , E F — (EG  — F 2) I F ' P p

1 Л'--(x u
2

F G

\* 2. GEfv2- f - ;  FG'„F'v.... FG\;
2 4 4:

Беручи різкищо дістанемо
Я- (L N — Ж2) =- (£ 0  — F*) {Ж"я„ ж"от — £x"V) - f  - ^ E ( G \ — 

- 2F u G'v +  E'v G'v) +  і -  r  (E'„ G'„ -  2F u G'u — 2 F v E ’v ~  G'„ E'„

+  4П ± -L e { G 'uH n — 2E'uЯ',, +  EV).4r
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Залишилось вирахувати

Ми вже дістали раніш, що

та
V™' Лч"   (Ух> ж  U V ---------L 7  U t

Диференціюванням 1-го но v  2-го по и  дістанемо 

F ' \ v  2 E " vv —  Z x " 'u u v  +  £ а Л ш а / в *ішц

2 1№   Ї-'Z .'С -j; “ І-.Х'

Беручи різницю дістанемо

Підставляючи в попередню рівність, поділом на E G  —  F 2 діста­
немо остаточно

Отже Ґавсова кривина не змінюється за всих таких змін по­
верхні, за яких зберігається лінійний елемент, тобто якщо 
згинати поверхню.

Звідси, щоб накласти одну поверхню на другу без розривів 
та складок треба щоб Ґавсові кривввн їх були рівні — це умова 
доконечна, але недостатня. Доконечна й достатня умова є рів­
ність їх лінійних елементів.

Якщо поверхні взагалі не накладаються одна на одну (напр. 
сферична поверхня та площина) то можна постаеити питання 
про таке відоірвженвя, що зберігало б якнайбільше схожости 
з ориґіналом. Таким в конформне відображення: за ним  к у т и

— G"uu) [E G  — /•’-} -j-

Е = *Я і, F = ^F i, {? =  <?).

ПІ. Відображення, однієї поверхні на другу.

К о н ф о р м н і  в і д о б р а ж е н н я .



п р о м і ж  л і н і я м и  з б е р і г а ю т ь с я ,  а л е  р і в н і с т ь  ї х н і х  
д о в ж и н  ні.  Перше вимагає від двох лінійних елементів

ds'i =  Е(и, v)du* +  2F(u, v)dudv -f- G(u, v ) d v 2 

ds{2 =  Ei{u, v)d-u{J -f- 2Fi(u, v)dudv -j- G\(u, v)dv-
пропзрціональности коефіцієнтів

E  F
G i , ,: _  =  y_(ll,tV) 
L7 K )

а не рівности їх.
Доведемо: Я к щ о д а н о д в і п о в е р х н і  z = x \ и , v), y — y(u,v) ,  

s  =  s ( u , v )  та %\ =  Х ](щ , і'і), у ,  — у , ( щ ,  v f), s l =  z l( u t , v t), то 
з а в жди  можна  в с т а н о в и т и  п р о мі ж них к о н фо р мн е  
в і д о б р а ж е н н я ,  а саме завжди можна добрати такі функції 
Мі та щ від її й «:

Ui =  f ( u , v } ,  V i ^ = g { u , v )

щоб (а') справджувалось.
Розкладімо ds2 на уявні лінійні множники: тому що 

E G  — F 2 -> 0 то
F  Н* }ds* =  ЇЇ (du +  j r  d v f  +  _  dv2 I =

■E d u  ■
F  -\ - i l l----------- dv

E
d u  ■

E *  
F — i H  

E
dv

КОЖНИЙ із множників можна безконечним числом способів 
зробити повним диференціалом: хай М(и, v) та N(u, v) два такі 
множники, що

du -}- -—Ц—  dv  =  М(и, v)da(u, v)Hj

c£i& F  —  i E  
E

d v  =  N (u ,  v)d$(u , v).

Функції а та S незалежні — справді da  та d$ не можуть ра­
зім дорівнювати нулеві, якщо I I ф  0, що якраз і припущено, 
візьмемо а та р за криволінійні координати, тоді 

ds* ■= Р ( и ,  v)da еф —  О (a, $)dad$.
Так само для другої поверхні

d s i — Р \{Uu V\)da.s =  в і Щ ь  PiJdaj  d[ii.

Отже для конформного відображення треба, щоб справджува­
лась тотожність

6(а, З)(Іа . d i == Q(ab ©Щь і d%it

260



де Q-, яь pt невідомі функції від я та [3, тому для da — 0 повинно 
бути аГ вц^^О , а для цього треба, щоб

або do.\ 0 і да умовою da =  о 
або =  о ;

В першому випадку
яі =  гр[я(«,^)] та р, =  ф[р(м, г)] 

у другому випадку
р, =  Ф ^н, г)] та а, =  ф[(з(м,г)].

Розв’язання в обох випадках завжди можливе, хоч які були б
функції 9 та ф. Якщо

lit =  f(«, v) v, = g(u ,v) 
то

„ , . T7 ,, ,(>/'5/' . „  _  ,/0f dq , Р/ %
і<Ц{мь t’B =  УV/\ pi - -  T -  +  І  і!/, ff) д- • i r  +  - Д~4 ’ ' ои tiv \ди  &v dv Ou

+  <3i {f,m -
dq dg
дії, Ov

fd f

Умова (а') дає два диференціальних рівнання для визна­
чення f  та д.

К о н ф о р м н е  в і д о б р а ж е н н я  ( п е р е т в о р е н н я )  
п л о щ и н и  на  п л о щ и н у .

Якщо дві площини віднесено до прямокутний координат і
м = { х , у ) ,  М '  ~  (X, У)

є дві відповідні точки, то треба знайти
X = Р{іс, у) У  =  ф(ж, к)

так щоб
(?Р* +  еГ<?а

рр у

d x ^-^d y 2 
ау

=  Х(щ. у )

не залежало від відношення^-. Доконечною умовою для цього є
Р  П / з __р  'ї і п  >гг  х і Чх — і * ~  Чу

P 'x .P 'tt+ V * Q 'v  =  о.
З другого співвідношення маємо

Р':.: __ Q'v- _  _J_ ___І ,
W  у  у ~  ~  ’
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тому аби 

або
Р'х Q'y , Р'% — — O'т

p ,x = - Q if, Р у ^ д х
Від однієї системи рівностей можна перейти до другої, якщо 
замінити Q на — Q. Перша система е умова (Cauchy), що Р(х, у) -J- 
-\-iQ(xt y) е  (моногенною) аналітичною функцією від х - \ - г у ,  

тобто задача має безконечне число розв’язків.
Розв’язок другої системи дає P — iQ як функцію х-\~ іу  

{або P-\- iQ, як функцію х — іу) і також зберігав кути, але змінив 
напрямок відкладування.

З а с т о с о в а н и м  до г е о г р а ф і ч н и х  м а п  (карт).

Хай дано сферу, радіюеа
В =  1.

рівнянням
х — sine cos^ , ?/— sinOsini ,  г — cosO 

{ф довгота, 6 зенітна відйаль). 
і) Елемент дуги

ds% — c'S- 4- sin й
•зводиться до вигляду 

як іцо переписати
Щсїх* +■<**/“)

т 2dsl =■ s i n 2 0 -т— —  4 -  dФ 2\ 81П " 0 1
та позначати

dr, ■■ db.
ШГіГ ’ Фу =  Щ,

т о

* =  log tg- 2/ =  Ф,

звідкіль дістанемо таку ману (карту), що паралелі та меридіани 
відображаються на ній прямими паралельними з осями координат.

Це в М е р к а т о р о в а  проекція. Найкраще відображаються 
місця поблизу екватора, найгірше поблизу полюса.

Звідси можна дістати рівнання льоксодроми,— кривої на 
сфері, що зустрічав всі ЇЇ меридіани під сталим кутом.

В Меркаторовіи проекції вони відображаються прямими пло­
щини ХОУ, що зустрічають вісь У-ів під кутом v 

у  со tg v =  х  - f  h (h — стала).
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На сфері їх рівняння буде

4>ctge — ft =  logtg —

або
tg — =  аеф в*к * (й. =  е -А =  const).

2

Морські мали рисують у такій проекції, щоб льоксодромм, 
що е шляхами для пароплава, відображались прямими лініями, 
тому в морських мапах вживають Меркаторову проекцію.

Конформне відображення сфери на площину взагалі дістанемо 
якщо покласти

Ж +  і у — /(log tg —  +  £ф),

де / — аналітична функція. Один чаетиний розв’язок ми вже 
дістали

я =  log tg — ; !/■ =<!».

2) Зокрема візьмемо 

тобто

2

f(s) =  е*
ж =  ех cos у  —  tg ■ COS Ф

у  =. еЕ sin у  —  tg —  . Sin ф.

Це е с т е р е о г р а ф і ч н а  п ро екц і я .  Топці М  =(е, ф) сфери 
відповідав тонка М ' = ( Х , І У )  *еква- 
торіяльної площини— точка пере­
тину екваторіяльної ; площини 
з прямою яка з’єднує точку 
з південним полюсом сфери (0,0 — 1)

Справді

^ X O M '^ 'b  z . МАО =
0^ М 'А О -

О М  — О A  tg -  

Tomv

■tg-J ( А 0 =  I).

263



ґМ',а =  dX- 4 - d У2

0  I f  simjj 

1

t g ^ .  sin 6

4 COS'4 6
(cfQ3 —f~ Sina 0£f'4>2) = (ІНг

4 COSt .

В і д о б р а ж е н н я ,  що  з б е р і г а ю т ь  п л о щ і .
Крім відображень, що зберігають кути, в картографії вжи­

вають відображення, що не зберігають рівности кутів, але збе­
рігають взаємне відношення площ поверхні, що відображають. 
Такі відображення площ поверхні скорочено звуть в і д о б р а ­
ж е н н я м и  е к в і в а л е н т н и м и  

Для поверхні, для якої
ds2 — Edu'- 2Fdudv  -f- Gdv-

нлоща, визначається формулою

J 1 V~F G ~F4-a.dv
Ц я  площа новина бути в  сталому відношенні (зокрема —  і )  

в відповідною площею відображення
М  =5 [(Х«, г), Y(u, а)], 

a m  дано через формулу,
{{ dxdy.

але цей інтеґрал дорівнює;

тому

1 д іх >у )
Q d(U, V) du. dv

д(Х, Y) 
д(и, г) =  V EG ■ І ’1.

Отже маємо лише одне рівнання для визначення двох функ­
цій X  та Y  від и  й V,

Одну функцію можна взяти довільно.
Для відображення сфери дістанемо

X'fj У',і, —  Х',<;і 'у =  - у  sin  0.

Візьмемо тоді X'o =  +  sin0, звідеи Х ~  +  cos6 ~(-
де F($) довільна функція ві ;̂ б. Зокрема можна взяти

X  =  cos 0 Y  <j>.
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